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e Capítulo 1
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e
• Introduccióne
e
e
En este capítulo se exponen los objetivos de este trabajo de investígactón enmatrandolos dentm
del contexto de los pmcesos de diseño, fabricación y contml de lentes oftálmicas y se presenta el
• plan de trabajo que pensamos seguir para la consecución de dichos objetivos. Para ello presen-
• tamos en primer lugar una serie de nociones generales sobre lospmcesos de diseño, fabricación
• y control de lentes oftálmicas. A continuación, se enumeran los objetivos de este trabajo de in-
• vestígación y se describe elplan de trabajo propuesto para la consecución de los mismos.
e
e
1.1 Generalidades acerca de las lentes oftálmicas
e
Las lentes oftálmicas son lentes diseñadas para compensar una serie de deficiencias que puede presentar
• el sistema visual humano. Entre las deficiencias que pueden compensarse con el usode lentes oftálmicas
• se encuentran las llamadas ametropías (miopía e hipermetropía), el astigmatismo oculan la presbicia y
cienos tipos de estrabismos. Las lentes oftálmicas estan compuestas por dos superficies refractoras quee
• son responsables en su mayor parte de las propiedades ópticas de la lente Para que una lente oftálmica
• pueda cumplir su papel de elemento compensador ofreciendo el mayor grado posible de comfort visual
• al usuario es necesario recurrir a un proceso de diseño en el cual se determina la forma óptima de las su-
e
perfices refractoras. Una vez diseñadala lente debe ser fabricada en un proceso industrial y tras pasar los
• preceptivos controles de calidaddebe ser montada en la gafa y adaptada al usuario. El diseño, fabricación
• y control de lentes oftálmicas es pues una ramade la kcnologia Óptica que se encarga del diseño de for-
e matos óptimos para las lentes oftálmicas, de la fabricación de los mismos y del control de calidad tras el
e
e proceso de fabricación. Los procesos de diseño, fabricación y control de lentes oftálmicas utilizan resul-
• Vados de ramas fundamentales de la Óptica como la Óptica Geométrica y la Óptica Fisiológica y de otras
• ramas de la ciencia como la Quimica Orgánica y la Ciencia de Materiales y dela Ingenieria Industrial.
• Citando datos del American Council of Vision, 161 millones de ciudadanos de los EEUU utilizan
e
algun tipo de elemento compensador de deficits visuales. De estos 161 millones de personas, el 81 %
• de ellos usan lentes oftálmicas mientras que un 3 % utilizan lentes de contacto y un 16 % alternan el
• uso de lentes oftálmicas y lentes de contacto. En 1996 el gasto anual de los ciudadanos de los EEUU en
e productos oftálmicos ascendio a 14.600 millones de $ USA, en 1997 el gasto se incremento en un 5.5
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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% llegando a los 15.400 millones de $ USA. En 1998 se prevee un gasto de 16.300 millones de $ USA.
De este gasto en productos oftálmicos aproximadamente la mitad (un 49.5 %) se corresponde a lentes de
contacto y lentes oftálmicas. Estos datos indican la importancia de la industria oftálmica en la sociedad
actual.
Existen varios criterios para la clasificación de lentes oftálmicas siendo el más extendido la clasifi-
cación de lentes oftálmicas atendiendo a la formade la superficie refractora. De acuerdo con este criterio
se tienen las siguientes clases de lentes oftálmicas
• Untes esféricas: Son aquellas lentes cuyas las dos superficies refractoras son esféricas. Se utilizan
para la compensación de ametropías esféricas (miopía y hipermetropía).
• Lentes esferotóricas: Son aquellas que cumplen que al menos una de las dos superficies refractoras
de la lente es un toro. Se utilizan para la compensación del astigmatismo ocular.
• Lentes asféricas: Son aquellas que cumplen que al menos una de las dos superficies de la lente es
una superficie no esférica con simetría de revolución. Se utilizan para la compensación de ametropías
esféricas en lugar de las lentes esféricas debido a su mejor calidad óptica y aspecto estético.
• Lentes bifocales: Son aquellas lentes que presentan dos zonasde distinta potencia bien definidas. Se
utilizan para la compensación de la presbicia, generalmente en présbitas jovenes o aquellos que no
pueden adaptarse satisfactoriamente a lentes progresivas
• Untes progresivas: Son aquellas lentes multifocales que presentan un aumento progresivo de la po-
tencia desde la zona de lejos hasta la zona de cerca. Se utilizan para la compensación de la présbicia
Cada tipo de lente presenta un proceso de diseño y fabricación diferente, aunque con cienos aspectos
comunes. Enel caso del diseño de lentes monofocales y bifocales [1], [4], [3], [7] el criterio utilizado
atiende fundamentalmente a la minimación de las aberraciones que aparecen cuando el ojo rota para
ver objetos situados fuera del eje visual. Así pues el diseño de lentes oftálmicas monofocales tiene que
considerar el sistema óptico fonnado por la lente oftálmica y el ojo móvil. Dada la extrema complejidad
del ojo humano, se realiza una simplificación en este esquema de modo que el sistema óptico lente-ojo
se sustituye por otro más sencillo formado por la lente oftálmica y una pupila situada en la posición que
ocupael centro de rotación ocular.
En estas condiciones, se calculan las aberraciones que presenta el sistema lente-pupila en el centro de
rotación ocular para un pincel de luz cuyo diámetro no supera al de la pupila del ojo humano (de 2 a 8
mm) que incide sobre el sistema con distintos ángulos de inclinación de manera que el rayo central del
haz pase por el centro de la pupila situada en el centro de rotación [1] [4] , [3] , [7] . A este rayo se
e
e
e
e
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e
le denomina rayo principal. De las aberraciones monocromáticas de tercer orden, solo contribuyen dee
• manera significativa a una perdida de la calidad de la imagen tres aberraciones: el astigmatismo oblicuo,
• la curvatura de campo (como error de potencia) y la distorsión. En principio no es posible conseguir
anular todas las aberraciones para el rango habitual de ángulos de inclinación (de O a 300), de modo que
el diseño de la lente trata de conseguir la formaóptima de la lente que permita minimizar una determinadae
• función de forma. ‘Ibmbién es importante conseguir optimizar otros factores, por ejemplo, es deseable
• que la curvatura de las superficies de la lente sea lo menor posible y para ello se utiliza bien un material
de alto índice o bien una superficie refractora asférica.
El caso de lentes progresivas [3] , [5] , [6] es más complejo ya que el proceso de diseño debe de
e atender a un mayor número de factores. Una lente progresiva debe proporcionar al usuario una zona de
e potencia constante para visión lejana, una zona de potencia constante para visión cercana y una zona de
e
progresión entre ambas. Debido a las características de las superficies progresivas [7] , no es posible
e conseguir una superficie progresiva que proporcione al usuario una visión nítida en toda la extensión de
• su superficie. De hecho en toda lente progresiva existen unas zonas laterales de la superficie a través de
• las cuales no es posible observar un objeto con nitidez. En el diseño de lentes progresivas intervienen
además otros factores, de modoque en general el diseño de una superficie progresiva es más complicadoe
• que el diseño de una superficie esférica, aunque también se conserva la idea general de minimizar una
• cierta función de forma.
Una vez diseñada una lente, tiene lugar el proceso de fabricación de la lente [3] , [8]. El proceso de
e fabricación depende tanto de la naturaleza del material empleado para la lente como del tipd de lente quee
• se desea fabricar. Partiendo de un bloque de material se produce el llamado semitermínado, de manera
• que se tafia y pule una de las superficies de la lente en una de las caras del bloque de material y se deja
• sin terminar la otra superficie. La superficie que se talla es la denominada curva base o superficie base,
de modo que el semiterminado puede utilizarse para un cierto rango de potencias. En el caso de lentese
• a~féricas y progresivas, la superficie base es la superficie asférica o progresiva, ya que estas superficies
• requieren un proceso de fabricación especial. El semiterminado se almacena y posteriormente se talla y
se pule la superficie inacabada de la lente que es aquella que determinará las propiedades ópticas de la
misma.
e El proceso de tallado de superficies esferotóricas se lleva a cabo mediante un generador de tóricos
• o una máquina de control numérico, siendo este último método el más moderno y avanzado tecnológi-
• cainente. Tras el proceso de tallado, se lleva a cabo el pulido de las superficies por medio de fricción
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mecánica. La generación de superficies asféricas y progresivas es un proceso especial, existiendo varios
métodos para la fabricación de las mismas. En el caso de lentes orgánicas se suele recurrir a la inyección
del material en un molde generado por una máquina de control numérico. En el caso de lentes minerales
existen dos métodos principales: 1) Un ciclo térmico en el cual que se talla y pule la superficie esférica
más aproximada a la superficie progresiva que se quiere fabricar, se deposita la lente sobre un molde
cerámico tallado con la formade la superficie progresiva, se calienta la lente hasta una temperatura de
600 ~Cy se deja enfriar lentamente, de manera que la lente adquiere la formadeseada sin perder el pulido
óptico, 2) ‘Ihílado y pulido de la lente por una máquina de control numérico.
Una vez que se ha fabricado la lente, tiene lugar el proceso de control de calidad para asegurar que
la lente cumple las especificaciones necesarias para cumplir con eficacia su papel de elemento compen-
sador. El proceso de control de calidad atiende tanto al control del acabado mecánico de las superficies
refractoras de la lente como al control de las características ópticas de la misma. En este segundo caso
hay que comprobar que los valores de una serie de magnitudes ópticas se hallen bajo tolerancia. Estas
magnitudes son las potencias esférica y cilíndrica (en el caso de lentes monofocales) , la adición (en el
caso de lentes multifocales) y el efecto prismático que introduzca la lente.
En el caso de lentes esféricas, se controlan una única mágnitud óptica: la potencia de la lente me-
dida desde el vértice de la segunda superficie de la misma. En el caso de lentes esferocilindricas, se
tiene una potenciapara cada meridiano de la lente, sin embargo, la lente se comporta, en primera aproxi-
mación, como la superposición de dos lentes delgadas: una lente esférica y una lente cilíndrica. En estas
condiciónes se caracteriza la lente por las potencias de las lentes esférica (potencia esférica) y cilíndrica
(potencia cilíndrica) equivalentes. En el caso de lentes bifocales, tenemos que considerar la potencia en
la zona de lejos y la potencia en la zona de cerca, de modo que la lente se caracteriza por la potencia en
la zona de lejos y la diferencia entre las potencias de la zona de lejos y de cerca, magnitud que se denom-
ma adición. En el caso de lentes progresivas, la potencia varía a lo largo de la superficie de la lente, de
modoque se tiene una distribuciónde potencia esférica y cilíndrica a lo largo de la superficie de la lente.
Además las lentes progresivas a diferencia del resto de las lentes presentan un efecto prismático en el
centro geométricode la lente, esto es que un haz de rayos se dellecta al atravesar el centro geométricode
la lente. Este efecto se caracteriza por medio de la llamadapotencia prismática que da cuenta del ángulo
de desviación que sufre un rayo al atravesar la lente. La medida de estas magnitudes se realiza habitual-
mente con un frontofocómetro [9] ,aunque es posible utilizar otros métodos de medida [10] [11] , [II]
(metodos Moiré, interferométricos, etc...).
ee
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Los parámetros ópticos que caracterizan una lente oftálmicaesferotórica, en concreto, las potencias
de la lente pueden relacionarse de un modo simple con parámetros geométricos de las lentes como la
• curvatura de las superficies refractoras empleando las expresiones de la Óptica Geométrica. Sin embargo,
• hasta el momento no se ha encontrado en la literatura una relación sencilla que permita caracterizar el
comportamiento óptico de una lente que presente superficies refractoras de forma arbitraria, tal y como
e
es el caso de una superficie progresiva.
e
• 1.2 Objetivos
e
• El objetivogeneral que persigueeste trabajode investigación es laobtención de un formalismo matemático
que permita caracterizar de un modo simple el comportamientO óptico de una lente oftálmica formada
e
por superficies refractoras de forma arbitraria. Para la consecución de este objetivo general se pretende
• el cumplimiento de los siguientes objetivos parciales.
• Encontrar una relación sencilla que permita caracterizar el comportamiento óptico de una lente com-
e
e puesta por superficies refractoras arbitrarias a partir de los parámetros geométricos de las superficies
e de dichas lentes.
• • Particularizar la expresión anterior para los casos particulares en que las superficies refractoras de las
lentes sean superficies esféricas, tóricas o asféricas.e
• • Comprobar experimentalmente la relación anterior mediante la deducción de los parámetros ópticos
• de una lente a partir de la medida directa de las superficies de varias lentes oftálmicas utilizando
• las relación derivada anteriormente. El método de medida debe ser preferentemente un método au-
e
tomático para conseguir una caracterización rápida de un conjunto de lentes. Igualmente es deseable
• llevar a cabo una caracterizarión de los errores experimentales del método de medida desarrollado.
• Comparar el método de medida expuesto en el punto anterior con un método de medida directa de los
e
parámetros ópticos de una lente.
• • Desarrollar aplicaciones prácticas del algoritmo matemático de caracterización de lentes oftálmicas
• en Óptica Oftálmica
e 1.3 Plan de trabajo de esta memoria
En el capítulo 2 se muestra la aplicación de los métodos matriciales para la caracterización de lentes
esferotóricas. La aplicación de estos métodospermite la caracterización de lentes oftálmicas esferotóricas
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por medio de una matriz 2>< 2 denominada matriz de potenciadióptrica. El resto del capítulo está dedicado
a la descripción de las propiedades de la matriz de potenciadióptrica y de sus principales aplicaciones en
el ámbito de la tecnología oftálmica.
En el capítulo 3 se introduce la matriz de potencia dióptrica local como una generalización de la matriz
de potencia dióptrica para el caso de lentes oftálmicas compuestas de superficies refractoras de forma
arbitraria. La matriz de potencia dióptrica local se deduce a partir de la expresión generalizada de la ley
de Prentice obtenida por nosotros. La matriz de potencia dióptrica local permite caracterizar ópticaniente
una lente oftálmica con superficies refractoras arbitrarias a partir de los parámetros geométricos de dichas
superficies. Al final del capítulo presentamos las expresiones de la matriz de potencia dióptrica local para
lentes asféricas y asferotóricas, que incluyen como casos particulares las lentes esféricas y esferotóricas,
En el capítulo 4 se describe el dispositivo experimental empleado para la medida indirecta de la
matriz de potencia dióptrica local de una lente oftálmica a partir de la medida directa de la forma de
las superficies refractoras de la lente y se muestran los resultados obtenidos al medir una serie de lentes
oftálmicas. Así mismo, mostramos la estimación del error cometido en la medida de la matriz de potencia
dióptica local. Finalmente comparamos los resultados obtenidospor nosotros con otros que se obtienen
a partir de la medida de la matriz de potencia dióptrica local a partir de la medida de la deflexión directa
de un haz láser en cada punto de la superficie de la lente.
Por último, en el capítulo 5 se muestran dos aplicaciones del algoritmo de caracterización de lentes
oftálmicas por medio de la matriz de potencia dióptrica local en Óptica Oftálmica como son la repre-
sentación de lentes oftálmicas en un espacio cuclideo tridimensional y el cálculo de efectos prismáticos
diferenciales en lentes progresivas.
En los Apéndices que aparecen al final de la memoria se recogen una serie de resultados adicionales
que aunque necesanos para un conecto seguimiento del trabajo realizado, harían más tediosa la lectura
del texto.
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e Capítulo 2
e
e
e Caracterización matricial de lentes oftálmicas es-
ferotóricas.
e
e
e
• En este capítulo se íntmduce el fonnolismo de la matriz de potencia dióptrica para la carac-
terización de lentes oftálmicas. Para ello, utilizando laformulación matricial de la Óptica Ge-
ométrico., se deriva lamatriz de potenciadióptrica como lacaja C de lamatriz ABCD que repre-
e senta a una lente astigmática delgada. A partirde aquí se resumen lascarácteristicasprincipales
• de la matriz de potencia dióptrica ysus principales aplicaciones que se recogen en la literatura
• En particular se muestran diversas aplicaciones del formalismo de la potencia dióptrica; como
• son el cálculo de descentramientos en lentes oftálmicas monofocales e incluso bifocales, la ob-
e tención de una fórmula sencilla para el cálculo del espesor de bonle de uno lente asferotórica y
• por último, la utilización de lamatriz de potencia dióptrica para ladescripción estadística de un
e conjunto de estados refractivos.
e
e 2.1 Resumén de la formulación matricial de la óptica geométricae
• paraxial
e
Es bien conocida la aplicación de métodos matriciales al estudio de la óptica geométrica, en particular,
• para el cálculode trayectorias de rayos en sistemascentrados teniendo en cuenta la aproximación paraxial
• [1], [2], [3]. Esta formulación matricial 5~ basa en la descripción de latrayectoriadel rayo que pasa por
e
un punto 1’ por un vector dedos’ componentes, la altura y del rayo sobre el eje óptico en P, y el índice
• de refracción n del medio donde se encuentrael punto P multiplicado por la pendiente que forma la recta
• que describe la trayectoria del rayo con el eje óptico, que denotaremos por a, dado que en aproximación
paraxial la tangente y el ángulo se confunden. En estas condiciones, el vector vp que define el rayo en
el punto P, viene dado pore
e ~= (7w)~ (2.1)
e
Supongamos que el rayo, definido en el punto P por medio del vector Vp, se propaga por un medio
homogéneo e isótropo, hasta alcanzar el punto Q, situado a la derecha del punto P, teniendo en cuenta ele
e sentido usual de propagación de la luz de izquierda a derecha, tal y como se puede veren la Fig. 2.7.
e Wmos a limitarnos de momento a considerar propagación de rayos en el plano ncúdiano del sistema. En el caso general de un
rayo cruzado, que trataremos más adelante, utilizaremos un vector de cuatro componentes para representar al mismo.
e
e II
e
e
u>
e
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e
e
e
Es inmediato comprobar que el vector que describe el rayo en el punto Q se puede escribir como: u,
u,
= (~ K~Uí ), (2.2) u,
u,
u,
en esta ecuación, 1 representa la distancia a lo largo del eje óptico entre los puntos P y Q. A partir de las u,
ecuaciones <2.1) y <2.2), podemos encontrar facilmente la siguiente relación entreVp y VQ e
e
i’i I\ e
= ko n)VP. (2.3) e
u,
Así pues, la propagación rectilinea de un rayo a través de un medio homogeneo viene representada, en la u,
formulación matricial de la óptica geométrica por medio de la matriz
e
u,
~==(i ~ <2.4) e
e
u,
la matriz ~ se denomina matriz de paso u operador de paso y representa como hemos dicho la propa- u,
gación rectilinea de un rayo en un medio homogéneo e isótropo, entre dospuntos cuya distancia a lo largo u,
del eje óptico es 1. La cantidad .L se conoce como espesor reducido. u)
It
A continuación, vamos a estudiar el caso en el que un rayo incide sobre una superficie esférica que separa u,
e
dos medios de diferente índice de refracción. LI y como se puedever en la Fig. 2.2, el rayo incide en el u,
punto P situadosobre la superficie esférica E, refractandosea continuación. Si el vector que describe al u,
rayo incidente viene dado por la ecuación (2.1), el vector v~ que describe al rayo refractado vendrá dado u>
por la ecuación: u,
e(~ rfa’ ) (2.5) u>
u,
donde se puede apreciar que el efecto de la refracción ha consistido en un cambio en la dirección del u,
rayo, pasando la dirección del rayo a formar un ángulo a’ con el eje óptico. De acuerdo con la expresión u,
e
clásica para la refracción en un dióptrio esférico de radio R, la relación entre a y a viene dada por: u,
(n’—n
)
1? y+na. (2.6) u,
u,
La ecuación (2.6), no es más que la expresión de la fórmula de Lange [3] en aproximación paraxial. De u,
acuerdo con esta ecuación, y teniendo en cuenta que la altura del punto P sobre el eje óptico no varia u,
u,
u,
u)
u,
u,
u,
u,
u,
u,
ej
e,
Caracterización matricial de lentes oftálmicas esfemtóricas. 13
e
• tras la refracción, podemos escribir la siguiente ley matricial para la refracción en un dióptrio esférico en
e
aproximación paraxial:
• ~‘=((~t—~ ?)vP. (2.7)
• VR
• Podemos pues definir la siguiente matriz de refracción u operador de refracción como:
•
• R=(~(n’~n) ~). (2.8)
e
Definidos los operadores de refracción y de paso es posible trazar un rayo por cualquier sistema dióptrico
• centrado (la extensión a sistemas que contengan elementos reflectores es inmediata, sustituyendo en la
• ecuación (2.7) it’ por —it). Supongamos, tal y como muestra la figura (Fig. 2.3), que nuestro sistema esta
formado por k superficies esféricas E1, E2, ..., E1, ..., Sk, que tienen asociadas las correspondientese
• matrices de refracción ~?í312, ..4I2~, ...,YR& y de paso entre superficies £~1j=2,...j~j 9¿=k..1. Sea
• pues un rayo que pasa por el punto objeto O, caracterizado por un vector y
0, en estas condiciones, el
• vector vp1 del rayo en el punto de incidencia en la primera superficie, Pi, vendrá dado por
e
• vp1 = %v0, (2.9)
e
siendo £Jo la matriz de paso entre el punto objeto y el punto de incidencia en la primera superficie. Tras
• refractarse el rayoen la primera superficie podemos escribir el vector como
e
• v’~, =lJtp,%vo, (2.10)
e
• operando iterativamente, podemos encontrar el vector del rayo tras refractarse en la i-ésima superficie,
• VP, de modo que:
e
• v~,1 ~ (2.11)
e
• A partir de esta ecuación, encontraremos la expresiónfinal que relaciona los vectores del rayoen el punto
• objeto O e imagen O’, expresiónque adopta la siguiente forma:
e
•
= ~ (2.12)
e
• De acuerdo con esta ecuación, podemos caracterizar la actuación de un sistema óptico centrado sobre un
e
e
e
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Q
___a
1 y-k
Figura 2FFropa gación de un rayo de luz a través de un medio homogéneo e isótropo
p
Figura 2.2.Refracción en una superficie esférica
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rayo por medio de la matriz
R=
15
(2.13)
que suele denominarse Matriz del sistema óptico u Operador del sistema óptico. Debe hacerse notar
la importancia que tiene el orden de multiplicación de las matrices de refracción y de paso del sistema,
debido a la ausencia de propiedad conmutativa en el producto de matrices. Las ecuaciones (2.4), (2.8) y
El E2 E3E4
u
E7E8 E9 E10
Figura 2.3.Ejenip¡o de sistema óptico compuesto por múltiples superficies rfractoras: Objetivofotográfico Biotar <Zeiss)
(2.13), caracterizan completamente la acción de un sistema óptico centrado sobre un rayo cualquiera que
esté contenido en el plano meridiano. Con la ayuda de estas ecuaciones se puede caracterizar cualquier
sistema óptico (en aproximaciónparaxial), encontrando los elementos carícteristicos del mismo: puntos
y planos focales, puntos y planos nodales y puntos y planos principales, tal y como viene explicado en
]os textosde óptica matricial [1] , [3]. En particular, una lente gruesa viene representada por el siguiente
operador matricial
= ( 1 + e(n— 1
)
ID ~ —~ e(n—1)1[?~ R2 nR1R2 1
e
it
— e(n — 1
R2n
(2.14)
haciendo e = O en la expresión anterior, encontramos que una lente delgada viene representada por la
.4
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matriz
Que podemos escribir
siendo S la potencia de la lente delgada, definida a través de la ecuación del constructor de lentes [3]
como
S = (it —1) {+ —+1 (2.17>
de este modo se puede estudiar cualquier sistema óptico como combinación de lentes delgadas.
Hasta el momento, hemos limitado nuestra atención a aquellos rayos que están contenidos en el plano
que define el eje óptico y una sección del sistema. sin embargo, la formulación matricial de la óptica
geométrica también es capaz de estudiar la propagación de rayos oblicuos. Para ello, se debe redefinir
t -
o 5
x
Figura 2.4.Cosenos diactores de un rayo que se pmpaga oblicuamente ~rspecboal sistema de referencia OX, OY 07
el vector de rayo de la siguiente forma:
¡ x
¡y’
k ita
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e
e
e
• donde (xy) son las coordenadas del puntodel plano perpendicular al eje óptico por donde pasael rayo,
y (6, a) son los cosenos directores2 de la dirección del rayo, respecto a los ejes OX y OY, (Fig. 2.10).
De acuerdo con la definición de vector de rayo oblicuo dada en la ecuación <2.18), se puede comprobar
• que el operador de paso adopta la siguiente expresión
•
• o
• 1 ~ (219)
e
• o
y que el operador de refracción ~
puede escribirse como:
e o
•
0 ío’ (2.20)alob.j(fl½-it)
• ¡(it’—it
)
R 01/
• Con la ayuda de los operadores definidos en (2.19) y en (2.20), se puede establecer la trayectoria en
e aproximación paraxial de cualquier rayo oblicuo que atraviese un sistema óptico centrado compuesto por
superficies esféricas. En particular el operador que representa a una lente esférica, viene dado por
• 000
• 1 0 0 ¡ (2.21)
•
e
e
e
• 2.2 Estudio de lentes esferotóricas por medio de la formulación
• matricial de la óptica geométrica.
• Una vez estudiados en el apartado precedente un resumén de la formulación matricial de la óptica ge-
• ométrica, en aproximación paraxial, vamos a aplicar estos métodos matriciales al estudio de sistemas
astigmáticos. En particular, vamos a centrar nuestro estudio en lentes cilíndricas y lentes tóricas del-
• gadas, como las empleadas en la práctica optométrica para la compensación del astigmatismo ocular.
• En la figura (Fig. 2.5), podemos ver la refracción de un haz de rayos a travesde una lente plano-cilíndrica
e
2 En aproximación paraxial, que es el marco enel que nos estamosmoviendo, dichos cosenos directores se confraden con los ángulos
• que forma [adireccidn del rayo en el ponto P con los ejes de coordenadas OX y QY, respectivamente.
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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en los dos meridianos principales de la lente, esto es, aquel definido por el eje del cilindro y su perpen-
dicular, que denotaremos (Fig. 2.10) por los ejes de coordenadas OY y OX, respectivamente. Nuestro
objetivo es encontrar el operador matricial que representa a esta lente cilíndrica. De acuerdo con lo visto
en la sección anterior, podríamos escribir dicho operador como:
= c~00 0\100~b 1 0¡~
dO 1/
(2.22)
Donde a, b, c y d son constantes a determinar empleando las propiedades de las lentes cilíndricas. Sabe-
mos que, para una lente cilíndrica, los rayos contenidos en el plano que definen el eje óptico OZ y el
meridiano OY -que coincide con el eje del cilindro-, no se desvian, y por tanto se cumple que3
F
Figura 2.5.Refracción de un haz de rayos a través de una lente plano cilíndrica. Nótese que la sección de haz contenida en elplano
defin ido por 07y OYno se des-’da.
a =a (2.23)
si aplicamos el operador LS, definido en (2.22), encontramos que
a’ =cx+dy+a,
y:
(2.24)
En esta discusién, vamos a trabajar con lentes delgadas en aire, de modo que vamos aconsiderar quena = a, en todos los vectores
de rayo que empleemos.
e
e
e
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e
e
• obviamente (2.23) y (2.24) coinciden únicamente si c = d = 0. Por otro lado, todo rayo contenido en el
• plano formado por una sección perpendicular al eje del cilindro, es refractado por la lente cilindrica, tal
y como lo haría una lente con la superficie anterior esférica y la posterior plana, coincidiendo el radio de
• curvatura de su primera superficie, con el radio del cilindro. Dicho de otro modo,
• — (it— 1) (2.25)
_____ x+6.
• La aplicación del operador La, nos da la siguiente expresión:
e
• 6’ = cxx + by +6, (2.26)
e (it—1) _ _
• igualando (2.25) y (2.26), encontramos que a = — — C donde C es la potencia cilíndrica de
la lente,y que b = 0. De este modo, el operador que representa a una lente cilíndrica, cuyos meridianos
e
• principales coincidan con los ejes OX, y OY de nuestro sistema de referencia, esta dado por:
• 000
• 1 0 0 ¡ (2.27)0 ~ 0
•
ooí/
e
En lapráctica optométrica habitual, es común encontrarse con lentes cilfndricas para las cuales, los merid-
e
• ianos principales no coinciden con los ejes OX y OY, sino que se encuentran girados un ángulo a con
• respecto de dichos ejes. En este caso, debemos escribirel operador La, que representa una lente cilíndrica
• como
e
• L0 =r’LSR, (2.28)
e
• en esta expresión, Lb es operador lente cilíndrica en el sistema de coordenadas definido por los meridi-
anos principales<2.27), mientras que R es un operador que representa la rotación de los ejes de coorde-
hadas. Puede demostrarse [5] , [6] que dicho operador viene dado por una matriz de la forma
• cosa —siria O O N
• sina cosa 0 0
g ~ cosa —siDa)’ (2.29)
siendo su inversa R’igual asu transpuesta, dado que Res un operador ortogonal. Sustituyendo R, R-’e
e
e
e
e
e
e
e
e
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y Lb en la ecuación (2.28), se obtiene la siguiente expresión para el operador lente cilíndrica,
¡ 1 0 00
r1 0 1 GolLiC—¡ —Ccos2a —Csinacoso 1 ~ ¡ (2.30)
—Csincxcosa —Csin2a 0 i )
Consideremos el caso más general de una lente esferotórica, de mayor importancia en la práctica op-
tométrica que las lentes cilíndricas. Es bien conocido [4] , que dichas lentes pueden considerarse como
la superposición de una lente puramente esférica y una lente cilíndrica. De este modo podemos hallar el
operador que representa a una lente esferotórica LET, sin más que multiplicar el operador de lente cilín-
drica L
0, dado por la ecuación (2.30) y el operador de una lente esférica LE, de acuerdo con (2.13).
Obteniendo que LET viene dado por la expresión
0 00
1 0 0 (2.31)
LET=((S+~2) -Csinacosa 1 0 ¡~
—(S+Csin
2a) 0 1)
Utilizando está expresión, podemos hallar el cambio que sufren los cosenos directores de un rayo oblicuo
tras atravesar una ¡ente esferotórica. De tal manera que
6’ = — (S + Ccos2 a) x — (Csinacosa) y + 6, (2.32)
a’ = —(Csinacosa)x— (S+Csin2a)y+a. (2.33)
De acuerdo con [16] , las componentes del efecto prismático vienen dadas por
1’ ~‘i ¡
.1% — 6’— (2.34)Y
de modo que podemos escribir la siguiente expresión para encontrar el efecto prismático producido por
-una lente esferotórica, en cualquier punto de la superficie de la misma
( Ex > _ (S+Ccos2a Csinacosa >1 x’~
) — Csinacosa S+Csin2a )~y )~ (2.35)
esta es la formulación matemática de la ley de Prentice aplicada a lentes esferotóricas, para las cuales el
eje del cilindro se halla orientado de un modo arbitrario respecto del sistema de coordenadas utilizado.
ee
e
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e
e
• 2.3 La matriz de potencia dióptrica: definición y propiedades
e
e 2.3.1 Definición y características principales de la matriz de potencia dióptrica
e
La expresión (2.35) nos permite caracterizar a una lente oftálmicaesferotórica, por medio de un operador
e
•
• (S+Ccos2ct Csinacosa’\
F= Y Csinacosa S+Csin2 ~)‘ (2.36)
e
que denominaremos Matriz de PotenciaDióptrica. Este operador fue introducido por primera vez para
• el estudio de lentes oftálmicas esferotóricas por Long [8] , para resolver problemas de descentramiento
• de cilindros cruzados. Sin embargo, la derivación formal de la matriz de potenciadioptrlca a partir del
• formalismo matricial de la óptica geométrica se debe a Keating [9] , [10] , mientras que un extenso
e
estudio de las propiedades de la matriz de potencia dióptrica es debido a Harris ([15] a [19]). X~mos a
• continuación a ver las propiedades fundamentales de dicha matriz de potencia.
• En primer lugar, vamos a estudiar la relación entre las componentes f~g de la matriz de potencia dióptrica
y la potencia esférica, cilíndrica y el eje del cilindro de la lente, [S c x a]. De acuerdo con (2.36),
e
tenemos las relaciones de Long
e
• = S+Ccos2a, (2.37)
• = Csinacosa, (238)
e
• = S+Csin2a. . (2.39)
e
• Porotro lado, conociendo lamatriz de potencia dióptrica F que caracteriza a una lente oftálmica, podemos
• hallar la potencia esférica, cilíndrica y el eje del cilindro de dicha matriz, de acuerdo con las siguientes
• relaciones [11]
• 5 = (trF—C)¡2, (2.40)
e ‘2’
• C = ± (~trF—4detF)~ (2.41)
e 1~
• tana (2.42)
e
• La importanciade estas expresiones en óptica oftálmica es que permiten resolver fácilmente el estudio
e
del problema de cruce de lentes esferocilindricas, método útilizado en optometría para la determinación
e
e
e
e
e
e
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del estado refractivode pacientes astigmáticos. Puede demostrarse que, según las leyes de la formulación
matricial de la óptica geométrica [8] la matriz F, que caracteriza a un sistema compuesto por dos lentes
esferotóricas cruzadas , dadas por las matrices Fi y F2, es
F = F1 + F2. (2.43)
De este modo, la resolución del problema del cruce de lentes esferotóricas se simplifica considerable-
mente con la ayuda de las relaciones (2.40), (2.41), (2.42) y (2.43).
Por último, debemos constar otras dos carácteristicas de la matriz de potencia dióptrica: La matriz de
potencia dióptrica es simétrica para una lente delgada, o para un sistema de lentes delgadas pegadas y la
matrizde potencia dióptrica es invariante respecto al signo del cilindro.
2.4 Aplicaciones de la matriz de potencia dióptrica en óptica
oftálmica
Vamos a ver a continuación las principales aplicaciones de la matriz de potencia dióptrica que se recogen
en la literatura. La utilización del formalismo de la matriz de potencia dióptrica permite resolver cierto
número de problemas habituales en óptica oftálmica de un modo más rapido, sencillo y elegante. La
mayoria de estas aplicaciones ha sido desarrollada por Harris, especialmente aquellas referentes a la
utilización del formalismo de la matriz de potencia dióptrica para establecer una estadística completa de
estados refractivos.
2.4.1 Ley de Prentice para lentes esferotóricas: descentrandentos en lentes
monofocales y bifocales.
La ecuación (2.35) constituye la expresión de la ley de Prentice para una lente esferotórica, aunque un
modo más general de escribir dicha ley es
x( sinacosa S+Csin2a ), (2.44)
donde se ha tenido en cuenta la posibilidad de que el centro geométrico de la lente montada no coincida
con el centro óptico de la misma, procedimiento utilizado en optometría para la compensación de forias.
En este caso, las coordenadas del centro óptico de la lente, referente al sistema de coordenadas centrado
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en el centro geométrico de la lente, viene dado por la ecuación
xJ’~ =~~1 ( —(S+Csin2a)( lIc ,/ (S2+SC) \ Csinacosa C sin a cos a ‘~ ( P~ N~— (S+Ccos2a) ) k “0 )
De este modo podemos encontrar el descentramiento de la lente tórica. Este formalismo puede extenderse
para el estudio de lentes menos simples como las lentes bifocales [15]
En efecto, supongamos una lente bifocal, tal y como se muestra en la figura Fig. 2.6. Podemos ver
que la lente presenta una zona para visión lejana, que consideraremos como una lente tórica con centro
óptico en O (Fig. 2.6) y caractérizada por una matriz de potencia dióptrica F. Por otro lado, tenemos la
lentilla que se aliade para permitir la utilización de la lente en visión de cerca. Consideradadicha lentilla
como una lente independiente, esta presenta un centro óptico en oc y una matriz de potencia dióptrica
“adición” A. Cuando se unen la lente para visión de lejos y la lentillade visión próxima forman la lente
bifocal. La zona de visión de cerca puede considerarse como una lente esferotórica obtenida por la
Figura 2.6Repmsentación esquentñtica de un bifocal y localización de los centms ópticos de la lente y de la lentilla de visión de
ce/ra
superposición dedos lentes delgadas, caracterizadas por matrices de potencia F y A, con centros ópticos
situados en O y en 0c. respectivamente. Por consiguiente, tal y como hemos visto, la zona de visión
de cerca del bifocal se comportará como una lente esferotórica caracterizada por una matriz de potencia
dióptrica FN = E + A, y cuyo centro óptico estará situado en el punto 0N~ Nuestro objetivo es hallar
la posiciónde dicho centro óptico de la zona de visión próxima, QN•
Para ello, procederemos del siguiente modo. Dado un punto P, situadoen la zona de visión cercana (Fig.
23
(2.45)
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2.6), podemos calcular el efecto prismático en dicho punto según la expresión siguiente [15]
Pp=—Fr—A(r—rc), (2.46)
que indica simplemente, que el efecto prismático total resulta de la superposición de los efectos prismáti-
cos causados por la lente de lejos y la lentilla, referidos a distintos centros ópticos, como era de esperar.
La ecuación (2.46), puede escribirse como
PP=—FNr+Arc. (2.47)
La condición matemática que debe cumplirse para encontrar el centro óptico de la porción cercana del
bifocal es
PN = 0, (2.48)
donde el subíndice N, indica que nos hallamos en la posición del centro óptico. Sustituyendo en la
ecuación (2.47), encontramos que
FÑr,v= Ar0, (249)
el problemase reduce, por tanto a resolver esta ecuación. Llegados a este punto, podemos encontrar dos
casos: en el caso más común, el rangode la matriz de potencia FN es dos, y por tanto, es invertible, de
modoque [15]
rN=FN (Aro), (2.50)
siendo FÑ’ la inversa de la matriz FN, de acuerdo con la definición clásica de inversade matriz, esto es
FÑ’FN = 1, (2.51)
donde 1 es la matriz identidad 2 x 2. La otra posibilidad es que la matriz FN tenga un rango inferior a
dos, en este caso, no existe una matriz inversa que cumpla la ecuación (2.51). Aun así, es posible resolver
[15] la ecuación (2.47), haciendo uso de la inversa generalizada de Moore-Penmse de una ,natri~ [16]
Dada una matriz W, se define su matriz inversa generalizada, \V, como aquella que satisface las
siguientes igualdades [16]
ww-w = w (2.52)
e
e
e
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e
e
e
• WWW = W, (2.53)
e WW— = (WWj’, (2.54)e
• wW = (wW)’ (2.55)
e
• donde el simbolo ‘ indica la operación de transposición. En el caso particular en que la matriz W
es cuadrada, de dimensión it x it, no singular y el rango de W coincide con it, entonces la matriz
e
pseudoinversa W coincide con lainversaordinaria W1,definida através de la ecuación (2.51). Puede
• demostrarse [15] ,que existe soluciónpara la ecuación (2.49) si y solo si, se cumple que
• FNF Ar
0 = A rc, (2.56)
e
• ecuación que puede reescribirse como
e
• (1— FNFÑ) A rc = 0, (2.57)
e
• siendo Ola matriz nula. Si estas condiciones de existenciase satisfacen, la solución general de la ecuación
e (2.49) viene dada por la siguiente expresión
e
• rN = F~ Arc + (1— FNF) g. (2.58)
e
• Siendo g un vector cualquiera. En el caso particular en que (1 — FNFfl = O, se tiene que el centro
• óptico en la zona de cerca ¿s único, y que la matriz inversa generalizada FÑ coincidecon la inversa
• ordinaria FÑ’, siendo la solución buscada
e
rN =F~’Ar0. (2.59)e
e
En caso contrario, la ecuación (2.58) representa las infinitas soluciones que aparecen (una por cada valor
• de g) para la ecuación (2.49).
• En resumidas cuentas, al tratar de encontrar el centro óptico en la zona de visión cercana de una lente
• bifocal, nos podemos encontrar con tres casos: 1) la existencia de un único centro óptico en la zona de
e
visión próxima, ecuaciones (2.51), (2.59), 2) la aparición de infinitos centros ópticos locales que pueden
• hallarse por medio de la ecuación (2.58) y 3) la no existencia de prisma local, cuando las condiciones
• (2.56) o (2.57) no se satisfacen.
e
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2.4.2 Obtención del espesor en borde para lentes esferotóricas
Otra aplicación interesante de la matriz de potencia dióptrica esta relacionada con la obtención del espesor
en borde de una lente esferotórica. Esta aplicación está basada en !a forma aproximada de la sagita de
una superficie tórica. Es bien conocida [12] la forma exacta de la sagita de una superfice toroidal, que
viene dada por una expresión del tipo
z=R1— j(Ri—R2+ R~~Y2~x2) (2.60)
donde R1, J?2 son los radios de curvaturade la superficie en los meridianos principales (que coinciden
con las direcciones de los ejes de coordenadas OX y OY, respectivamente). Si suponemos que los radios
de curvatura de ambos meridianos del toro sonmayores que el diámetro del circulo que define el borde de
la lente, podemos aplicar la llamada aproximaciónde Rayleigh [12], obteniendose la siguiente expresión
para la sagita
x
2 (2.61)2R
1 2R2
Utilizando las curvaturas en lugar de los radios, podemos escribir la ecuacion anterior como
1
z = ~ (CIA + 02v
2), (2.62)
sabemos que 01 <02, ya que R
1 > J?2, de modo que podemos escribir 02 = O~ + C~ y 0~ =
0s~ de
modo que la ecuación (2.62), queda de la siguiente forma
z=~Ácsx2+(cs±cc)v2). (2.63)
Hasta ahora, hemos considerado que nuestros ejes de coordenadas OX, OY son paralelos a las direc-
ciónes de los meridianos principales en la superficie, sin embargo, en general esto no es cieno, existiendo
una relación entre las coordenadas (x, y) de un punto P de la superficie en la basedefinida por los merid-
ianos principales y las coordenadas (x’, y’) del punto P en una basearbitraria. Dicha relación viene dada
a través de la matriz de rotación
/Z’\ ¡cosa sina ‘~ ¡ \
Yy)Y—sinct cosa) Y ~t ) (2.64)
Sustituyendo las coordenadas (x, y) dadas por la ecuación (2.64) en (2.63), obtenemos la siguiente ex-
e
e
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e
e
• presión para la sagita de la superficie
• 2 = 4 [(Os + Occos2 a) (i~ + 2% cosasinaz’y’ + (Os + Oc sin2 a) (y’)2] , (2.65)
e
• que permite escribir la siguiente forma cuádratica para la sagita de una superfice tóroidal, expresión
e
debida a Harris [12]
• 1 S+Ccos2a Ccosasina \ /x’ \
2 2(n’ — it) ~ ~ ¾,,Ccosasina S+Csin2a ) Y )‘ (2.66)
e
• de modo que la sagita de la superficie queda como función de los poderes refractores S y O de la superfi-
• cie, o más especificamente, de la matriz de potencia dióptrica de la misma. Haciendo uso de la ecuación
• (2.66) y sabiendo que el espesor t en cualquier puntode una lente viene dado por [4]
e
• t = t~,- 2~+ 22, (2.67)
e podemos escribir el espesor de una lente esferotórica (situada en aire) como
• 1
— r Fr, (2.68)
• 2(n— 1)
e
siendo t~ el espesor central de la lente, r el vector de posición (coordenadas (a?, ti’)) en la superficie de
• la lente y E la matriz de potencia dióptrica de la lente. Esta importante relación, que permite calcular
• el espesor en cualquier punto de una lente esferotórica con gran generalidad, admite la siguiente gener-
alización [13] para poder considerar el caso panicular de lentes que tengan un prisma P,. en su centro
e
• geométrico
1 r’P r’Fr. (2.69)
• (it—1) c2(nl)
e Queremos señalar, por último, que la ecuación anterior permite, entre otras cosas, calcular el espesor
• tnáximo y el mínimo a lo largo de cualquier meridiano de una lente esferotórica utilizando una técnica
• de multiplicadores de Lagrange [14].
2.4.3 Utilización de la matriz de potencia dióptrica para el estudio estadísticoee de lentes esferotóricas
e
En óptica oftálmica resulta de considerable interés el establecimiento de una estadística completa de esta-
• dos refractivos. La utilización del formalismo de la matriz de potencia dióptrica ha permitido establecer
e
e
e
e
e
e
e
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de un modo simple una estadística completa de estados refractivos. El trabajo de desarrollo de dichaes-
tadísticaes debido a Harris [17] ,[18] y [191 con contribucionesde otros autores [91,[l0], [21] y [22]
En general, dado un estado refractivo, este puede ser caracterizado por un trio de números reales. En
notación tradicional fS O x a]se usa el valor de la potencia esférica, la potencia cilíndrica y el ángulo
formado por el eje del cilindro de la lente oftálmica utilizada para compensar dicho estado refractivo.
De modo alternativo, si se utiliza el formalismo de la matriz de potencia dióptrica, un estado refractivo
viene dado por los tres valores (f, fn,, f~jde las componentes de la matriz de potencia dióptrica de la
lente oftálmica utilizada para compensar dicho estado refractivo. La ventaja de esta última representación
es la posibilidad de establecer una correspondencia entre el conjunto de posibles estados refractivos y el
espacio vectorial R3 [18]. Siguiendo a Harris [17] y [19] , es posible representar un estado refractivo por
un vector f = (f, f~,, f~) cuyas componentes son los elementos de la matriz de potencia dióptrica
correspondiente a dicho estado refractivo.
En estas condiciones, dada una seriede estados refractivos f
1, ~‘2,f3... f, resulta factibledefinir las mag-
nitudes estadísticas más habituales [20] , como la media aritmética
f=! >5 (2.70)
1=1
la varianza
f
it
o la desviación típica
(2.71)
(2.72)
La utilización de las ecuaciones anteriores permite la caracterización estadística de estados refractivos
utilizando los elementos de la matriz de potencia dióptrica como variables estadísticas independientes,
en lugar de la notación tradicional de esfera, cilindro y eje.
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• Capítulo 3
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e
• La matriz de potencia dióptrica local de una lente
e
• oftálmica.
e
e
e
• En este capítulo se intmduce el concepto de Matriz de PotenciaDióptrica Local (MPDL) en
• lentes oftálmicas que presenten superflces refractoras de forma arbitraria, raly como ocurre en
• el caso de las lentes de adiciónpmgresiva. Para introducir el concepto de MPDL se ha derivado
• en primer lugar una generalización de la ley de Prentice, esta generalización permite caracteri-
zar el efecto prismático que presenta una lente oftálmica compuesta de superficies refractaras
• arbitrarias. A partir de la expresión generalizada de la ley de Prentice, se ha encontrado una
• relación matricial entre el efecto prismático y el punto de la superficie de la lente en el cual se
• quiere calcular dicho efecto prismático. Esta relación matricial viene dado por la MPDL. que
• permite caracterizar ópticamente lentes oftálmicas con superficies refractores arbitrarias. Para
• finalizar se muestran las expresionesanalíticas de la MPDL en lentes oftálmicas con superficies
refractores asféricas y asfemióricas.
e
e
3.1 Matriz de potencia dióptrica local: Definición y propiedades
Como se ha visto en el capItulo 2, la aplicación de técnicas matriciales permite la caracterización de lose
• efectos prismáticos presentados por lentes oftálmicas esferocilíndricas por medio de la l~y de Prentice.
• A continuación, vamos a estudiar una generalización de la ley de Prentice con el objeto de encontrar los
• efectos prismáticos en lentes oftálmicas compuestas de superficies refractoras arbitrarias. En particular,
e
nuestro objetivo es laobtención de una ley sencilla que permita caracterizar las desviaciones prismáticas
• en lentes progresivas. Para ello es necesario teneren cuenta las siguientes hipótesis:
• 1/ Aceptaremos como válida la aproximación paraxial. Esta hipótesis es cierta en primera aproxi-
mación para lentes oftálmicas debido al efecto de la rotación ocular, quepermite variar la dirección dee
mirada del ojo pan observarobjetos situados lateralmente respecto a lacaben
• 2/ Wmos aconsiderar que las superficies son suficientemente “planas”. Este concepto será explicado
con detalle más adelante.
3/Por último, vamos a suponer correcta la aproximaciónde lente delgada ya que los espesores de lase
lentes oftálmicas más comúnmente utilizadas en la práctica optometrica, tienen valores numéricos cer-
canos a 5 mm, inferiores a las dimensiones de los radios de curvatura y diámetros de las lentes. Puede
demostrarse [1] , que el efecto del espesor en los parámetros de diseño de una lente oftálmica es general-
e
e
e
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e
e
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x
Figura LiGeometría de la refracción de un rayo a través de una superficie deforma arbitraria
mente pequeño.
Con la ayuda de estas hipótesis vamos a establecer una expresión para la desviación que sufre un
rayo tras refractarse en una superficie arbitraria, tras lo cual estaremos en condiciones de considerar la
desviación de un rayo que se refractados veces, en dos superficies refractoras arbitrarias. El análisis de
los resultados que obtendremos nos llevará a caracterizar las lentes oftálmicas (y entre ellas las lentes
progresivas) con superficies refractoras arbitrarias, por medio de una matriz de potencia dióptrica cuyos
elementos son función de la posición en la superficie de la lente. Dicha matriz será denominada Matriz
de PotenciaDióptrica Local (MPDL).
3.1.1 Refracción .de un rayo en una superficie de forma arbitraria
Consideremos una superficie Si de forma arbitraria, definidapormedio de unacartade Monge (x,y, z(x, y)),
que ¡imita dos medios de indice de refracción it y it’ respectivamente. El sistema de coordenadas se ha
escogido de modo que el punto (0,0,0), sea el vértice de la superficie (Fig. 3.1), y por tanto, la direc-
ción del eje óptico de la supeficie viene dada por el vector OZ. De los textos de Geometría Diferencial
[8] , [9] se puede obtener facilmente la siguiente expresión para su vector normal
1 (8~z, 8~z, —1). (3.1)
1 + (8~z)2 + (O~z)2
La aproximación de considerar nuestra superficie como suficientemente “plana”, a la que hemos
hecho referencia en el apanado anterior, consiste en suponer que la dirección del vector normal no va
a diferir excesivamente de la dirección del eje OZ. Matemáticamente, esto equivale considerar que la
o’
E
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• función z(x, y), tiene una variación suave a lo largo de la superficie, lo cual puede expresarse como
• (8~z)2«1, (3.2)
• (QzV « 1, (3.3)
e
• quedando el vector norma] como
N = (8~z,8~,z, —1). (3.4)e
e
En estas condiciones, supongamos que un rayo incide sobre la superficie, de modo tal que su dirección
• viene dada por el vector 14 = (k~, kt, k,). ‘lbniendo en cuenta que consideramos por hipótesis que la
• aproximación paraxial es valida, y por tanto, la dirección del rayo incidente no esta muy alejada de la
dirección del eje óptico, (que en este caso coincide con el eje OZ) podemos escribir el vector 14 de lae
• siguiente fonna
• 14 (k%,k,1), (3.5)
con la siguientes condiciones de normalización, análogas a (3.2) y (3.3):
• < 1, (3.6)
• (kt)2 < 1. (3.1)
• Si consideramos cierta la aproximación paraxial, podemos admitir que el vector director del rayo
• refractado tendrá una formasimilar a la del rayo incidente, de modo que
e
14’ (k;14,1). (3.8)e
e
En estas condiciones, podemos pasar a relacionar los vectores 10 y 14 por medio de la formulación
• vectorial de la ley de Snell [2]
n(k’ x N) = n~(kr x N), (3.9)e
e
lo cual conduce automáticamente a las siguentes relaciónes
e
(3.10)= .L~ -~ (itx ‘““x 1 —
n’k; = nk,+(n—n’)8~z, (3.11)
e
e
e
a
a
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it’k;a~Z—it’k;8~~ = itk~8vzitkt8zz. (3.12)
Vamos a aplicar las ecuaciones (3.10) y (3.11) al caso particular de una superficie esférica. En este
caso podemos encontrar la siguiente expresión aproximada [4] para la sagita de la supeficie
j~2 y2z(x,y) = + ~, (3.13)
de modo que, para este caso particular, podemos escribir
n’k~ = n14+(n—it’4, (3.14)
it’k; = n14-f-(it--it’)j (3.15)
Que constituye la conocida expresión de las ecuaciones de Lange para una superficie esférica, tal
y como fue definido en la ecuación ??. Utilizando las expresiones (3.10), (3.11), (3.14) y (3.15), se
puede encontrar la desviación que sufre un rayo al atravesar una lente oftálmica cuya primera superficie
tiene forma arbitraria (con las restricciones enumeradas al inicio de esta sección), como vamos a ver a
continuación.
3.1.2 Refracción en una lente oftálmica con superficies refractaras arbitrarias.
De acuerdo con los resultados expuestos en el apartado anterior, podemos considerar la refracción de un
rayo a través de una lente oftálmica delgada, cuya primera superficie presente una forma arbitraria, pero
cuya segundasuperficie es una esfera. La aplicación directa de las ecuaciones (3.10) y (3.11), nos permite
escribir la siguiente expresión para la refracción en la primera superficie, teniendo en cuenta que, al estar
la lente en alre, u = 1, u’ = u, siendo u el indice de refracción de la lente. Asípues tenemos que
itk;1 = k$+(1—u)8~zi, (3.16)
itkrl = (3.17)
análogamente, tenemos para la segunda superficie que
— ukI2+(u—1)8~z
2, (3.18)
= nlc~,
2+(u—1)8~z
2. (319)
Siendo z1(z, y) y z2(x, y) las sagitas de la primera y segunda superficie. En aproximación de lente
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delgada, tenemos que = y que k’ = 02 ,de modo que tras sustituir (3.16) y (3.17) en (3.18) yu
(3.19>, llegamos aque
— — (it — 1)8,~ (z1 — z2), (3.20)
— — (it — 1)
8v (zi — z
2), (3.21)
si definimos las compontentes del efecto prismático 1% y P~ como:
= k
2—k~,’, (3.22)
= k~2—k’~ (3.23)u u’
encontramos la siguiente expresión para la ley de Prentice [11], aplicada a una lente cuyas superficies
refractoras presenten una forma arbitraria
= —(n—1)8±(zx—z
2), (3.24)
1% = —(it — 1)8~, (zi — z2); (3.25)
Podemos apreciar que, en este caso, la dependencia del efecto prismático con las coordenadas de
posición del punto P de la superficie de la lente, coordenadas (x, y), es no lineal, y la no linealidad viene
dada por las derivadas parciales de la sagita de las dos superficies z1, z2, evaluadas en el punto P.
3.1.3 Matriz de Poténcia Dióptrica Local (MPDL)
De acuerdo con las expresiones (3.24) y (3.25), el efecto prismático resultante de la refracción de un
rayo en una lente oftálmica compuesta por una superficie de forma arbitraria tiene una dependencia no
lineal con las coordenadas de posición del punto en el que estemos calculando dicho efecto prismático.
Sin embargo, a nosotros nos interesaría encontrar una expresión matricial similar a la que tenemos en el
caso de una lente esferotórica, ecuaciones 7? o 7?. Para ello, consideremos un punto P, de la primera
superficie de la lente oftálmica, cuyas coordenadas son (zo, yo, Zfl. Obviamente, en las proximidades de
dicho punto podemos encontrar la siguiente expresiónaproximada para la sagita zfr, y) de la superficie
z (x, y) z
0 + 8~z0 (z — x0) + 8~z0 (y — y0) + ~8~zo (x — rO)2 (3.26)
+8z0 (x — t) (y — y0) + ~8%,zo(~ — yo)2.
Esta ecuación nos dice que, en las próximidades del punto P, podemos considerar que la superficie
viene descrita por un paraboloide (ya que la superficie es cónvexa en P, y por tanto 8~±zo8~z0
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8~,z~82 20 > O de acuerdo con la Geometría Diferencial [?] , [9] ). Esta propiedad común a todas
las superficies, nos va a permitir caracterizar la superficie por medio de una matriz de potencia dióptrica
local [10].
De acuerdo con (3.24), (3.25) y (3.26), el efecto prismático que experimenta un rayo tras refractarse
en un Q situado en las proximidades de 1-’, viene dado por
2 o o o
= ~ (z,— 22) (y y))’ (3.27)
Pu = ~ (3.28)
De acuerdo con estas ecuaciones, podemos encontrar un punto en las proximidades de P, para el cual
el rayo no sufre desviación. Las coordenadas (x’,y’) de dicho punto, que denominaremos centro óptico
local [10] ,satisfacen las ecuaciónes
8,j5z0 + 8~6zO (z’ — xc) + 8~6zO (y’ — yO) = 0, (3.29)
BUS? + 8~3z~ (a) — z~) + ¿9~~3z0 (y’ — yO) = 0, (3.30)
donde 320 = 4 — 4 que podemos escribir como
= ~8~6zO (0 — z~) — 8~6z~ (y’ — y0) , (3.31)
= ~8~v6zÓ(x’ — xO) — 8~,6zO (z’ — x”>. (3.32)
Sustituyendo (3.31) y (3.32) en las ecuaciónes (3.24) y (3.25), encontraremos la siguiente expresión
de la ley de Prentice
Esta ecuación, nos indica que podemos caracterizar el comportamiento de una lente oftálmica, que
presente superficies refractoras arbitrarias, por medio de una matriz de potencia dióptrica local [10]
definidacomo función de la posición en la superficie de la lente, según la siguiente expresión:
F(x,y) = (it —1) { ~ ~ (3.34)
que corresponde a la matriz de potencia dióptrica de una lente oftálmica cuya primera superficie viene
dada por el paraboloide osculadorque define la segunda forma fundamental de la superficie alrededor del
e
e
e
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e
e
punto P, y cuya segundasuperficie esta dadapor el paraboloide osculadorcorrespondiente de la segunda e
superfice. En estas condiciones, el efecto prismático en P puede hallarse de acuerdo con la expresión
matricial (3.33), expresión formalmente análoga a ??, aunque con dos diferencias fundamentales. En
primer lugar, la matriz de potencia dióptrica local es función de la posiciónen la superficie de la lente, y
por otrá parte, en la ecuación (3.33), aparecen las coordenadas del centro óptico local (xi, yí), mientras e
que en la ecuación??, se ha escogido el sistema de coordenadas de modo que el centro óptico de la lente
coincida con el origen de coordenadas. Además, de acuerdo con las ecuaciones (3.29), (3.30), se tiene
que las coordenadas del centroóptico local son función de la posiciónen la superficie de la lente, mientras
que en una lente esferotórica nonnal, dichas coordenadas son fijas. e
Resulta interesante definir la siguiente magnitud vectorial
f PxL 1 _ r ~ 1
— [ 8~(zY — 4> — 8~,(z? — 4)xo — 8(z~ — 4)? ] ‘ (3.35) e
que denominaremosprisma local, y que permite escribir la ecuación (3.33), de una formaanáloga a ??,
esto es
estando relacionado el prisma local y las coordenadas del centro óptico local, por medio de la ecuación
‘Ir
8V4—4) y1 — PYL ]
Otrapropiedad interesante de la matriz de potencia dióptrica loca] es que sus elementos pueden obten-
erse de la derivando la.i componentes del efecto prismático. En efecto, de acuerdo con las ecuaciones e
(3.24) y (3.25), puedecomprobarse que e
e
= —80%, (3.38)
= —&1% = —8~P~, (3.39) e
e
= —8,,F~,. (3.40)
e
En resumén, dada una lente oftálmica, cuyas superficies refractoras presenten forma arbitraria, es e
posible una caracterización matricial de dicha lente por medio de la matriz de potencia dióptrica local,
La matriz de potencia local puededefinirse para cada puntoP de la superficie de la lente, como la matiz e
de potencia que presenta la lente esferotórica equivalente formada por los paraboloides osculatrices de la
e
e
e
e
e
e
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a primera y segundasuperficie de la lente en el punto P, definidos a travésde la segunda formafundamental
a
a de dichas superficies. De este modoel efecto prismático que aparece en el punto 1’, puede ser calculado
mediante la aplicación de la ley de Prentice usando la matriz de potencia dióptrica local (3.33), teniendo
en cuenta el centro óptico de la lente esferotórica equivalente, que hemos denominado centro óptico local.
De un modo equivalente, podemos hallar el efecto prismático en P como la suma del efecto prismático
resultante de la aplicación directa de la ley de Prentice usando la matriz de potencia dióptrica local más un
prisma local, ecuación (3.36). Dicho prisma local esta relacionado con la orientación de los paraboloides
• osculatrices respecto a la dirección del eje de coordenadas OZ. La aplicación de estas ecuaciones a una
• lente progresiva es inmediata habida cuenta de quedicha lente está formada por una superficie refractora
e
arbitraria (superficie progresiva) y por una superficie esferotórica corriente.
• 3.1.4 Potencia local de una lente con superficies refractoras arbitrarias
e
• El conocimiento del efecto prismático producido en un punto cualquiera de la superficie de una lente
oftálmica compuesta por superficies arbitrarias permite estudiar la refracción de un haz de rayos proce-
e
• dentes de un punto objeto sobre la superficie de la lente. Es bien conocido [4] que, en visión foveal, el
• ojo humano no utiliza simultáneamente toda la superficie de una lente oftálmica para observar un objeto
• determinado, debido a] efecto de rotación ocular que permite cambiar continuamente la dirección de mi-
e
rada. Este hechoha sido ampliamente utilizado en el diseño de lentes oftálmicas y constituye el principio
• en el que descansa el funcionamiento de las lentes multifocales.
• Para caracterizar el Uecto de la rotación ocular se utiliza el esquema ya comentado en el capítulo
• anterior, de modo que se situa trás la lente oftálmica una pupila situada en la posición ocupada por el
e
centro de rotación del ojo (aproximadamentede 25 a 27 mm por detrás del vértice de la segunda cara de
• la lente>. En el diseño de lentes oftálmicas [7] este esquema es utilizado para estudiar la refracción de
• un haz de rayos que parte del punto objeto y pasaa través de dicha pupila, que actua como diafragma de
apertura del sistema, lo cual permite el cálculo de aberraciones y el consiguiente proceso de optimización
del factor de forma de la lente oftálmica.
• Como hemos visto, las ecuaciones (3.24) y (3.25) permiten el cálculo de la trayectoria de un rayo
• tras refractarse en una lente oftálmica formada por superficies refractoras arbitrarias, dentro del grado
de aproximación adoptado. Existe por tanto la posibilidad de estudiar la refracción de un haz de rayos
e
• estrecho procedente de un mismo punto objeto en diversas zonasde la superficie de una lente oftálmica.
• Para ello consideremos la situación de la Fig. 3.2, en la cual tenemos un punto objeto O del cual parte
un haz de rayos. Uno de estos rayos se refracta en un punto P sobre la primera superficie de la lente. En
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
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e
general, vamos a considerar que este rayo tras refractarse va a atravesar la púpila situada en el centro de
rotación del ojo. Por consiguiente, el rayo que pasa por P le denominaremos rayo principal. lbmbién
consideraremos que la extensión espacial del haz va a ser limitada por dicha púpila y por tanto el haz
incidente sobre el sistema va a estar limitado espacialmente, locual nos permite hablar de potencia local.
e
La situación es completamente análoga a la que se tiene al estudiar aberraciones en lentes oftálmicas para
distintos ángulos de visión.
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
Figura 32.Trazado gráfico de un conjunto de rayos que, partiendo de un punto objeto O, llegan a un punto imagen O’ tras
atravesar el sistema óptico compuesto por una len te oftálmica y una pupila situada en la posición del centro de rotación del ojo.
e
Si las coordenadas de O son (u, W, 20) y las deP (to, Yo, 4)’ tenemos que el vector de dirección del
rayo principal incidente sobre la lente viene dado por la expresión
e
— (xo—u,yo—w,z?—zo) (3.41)
=
j(xo — u)2 + (yo— mí + (4— zoí e
aonde el signo lc~ indica el vector director del rayo principal incidente. Para ser consistentes con las
e
hipótesis realizadas en el desarrollo de la ley de Prenticegeneralizada, vamos a suponer un punto objeto
O situado a una distancia de la lente tal que z~ =z? y que 4 (ato — u)2 + (yo — w)2 de modo que
podemos escribirel vector del rayoprincipal incidente como
e(ato—u y
0—w N
k. 20 , 1). (3.42) e
Supongamos a continuación un punto P situado en la superficie de la primera cara de la lente no
e
e
e
e
e
e
e
e
e
o
Rayo
principal
O
1
1
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a
muy alejado del punto P. Si las coordenadasdeP~ son (z,y, zi) las coordenadas del vector director del
rayo que partiendo de O incide en la lente en el punto P vienen dadas por la expresión
y—vi (3.43)
de modo que podemos escribir (3.43) de la siguiente fonna
kÍ= k~+(x ato ~2Yto) (3.44)
e 20
e
e Por otra parte, de acuerdo con la ley de Prentice generalizada, tenemos que
e
• krx = k~ + ~ + (1 — n) 8~6z, (3.45a)
e zo
• = ~ (3.45b)
20
e
• siendoáz=z1
• De acuerdo con [1] , si W(x, y,ato, va) es la función que describe al frente de onda refractado a
• la salida de la lente (teniendo en cuenta las aproximaciones efectuadas para derivar la ley de Prentice
e generalizada), puedecomprobarse que
e
krx = ~ (3.46)
• kry = —8MW, (3.47)
e
• (donde se ha tenido en cuenta que consideramos el índice de refracción del medio a la salida de la lente
e
como 1) de modo que, integrando las ecuaciones (3.45a) y (3.45b), obtenemos la siguiente exprexión
• para el frente de onda refractado
• W(x,y,xo,yo)=Wo—lcíxz—k.~y (x —x0)
2 _ 6,— yo? + (it —1) óz, (3.48)
2zo
• siendo VV
0 una constante de integración.
• En el marca de aproximación en que nos encontramos la ecuación (3.48) va a representar el frente
de onda asociado con un pincel de rayos astigmático, con las correspondientes focales de Sturrn. Lae
• distancia entre el punto de incidencia del rayoprincipal, P, y ambas focales de Sturm va a venir dada por
• la inversade las curvaturas principales n1 y >c2 de W (x, y z0, y0) en el punto P. De este modo, cuando
consideremos un punto objeto situado en el infinito, podemos caracterizar cada punto de la superficiee
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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• de la lente por las curvaturas principales del frente de onda refractado VV (xy, z0, yo)¡.0...~,,en dicho
punto, o lo que es equivalente, podemos caracterizar cada punto de la lente por una potencia esférica
• local S (z, y) y una potencia cilíndrica local C (x, y) dadas por las expresiones
e
• S (z, y) = >c2~0.0,, (3.49a)
• C(x,y) = — >~2Izo.c,c,, (3.49b)e
donde supondremos que K1 =¿c2, esto es tomaremos el convenio de dar al cilindro el signo positivo.
e
De acuerdo con la Geometría Diferencial [?] , [9] ,la expresión de los coeficientes de la primera
• forma fundamental de la superficie definida por la función VV (z, y,x0, yo) viene dadapor
e
• E = 1+9, (3.50a)
F = pq, (3.SOb)
• G = 1+q
2, (3.50c)
e
• donde p = 8~W y q = 8~W. Análogamente, puede demostrarse que los coeficientes de la segunda
formafundamental vienen dados por el conjunto de ecuaciones
e
L= 1+p2+q2’ (3.Sla)
8
• M= . (3.51b)
t
• (3.Slc)
e
• donde r = 8~,,W, s = 8~~JW y t = 8%,W. Sustituyendo los valores de VV en las ecuaciones anteriores,
• obtenemos las siguientes expresiones para los coeficientes de la primera
• I1.,.......N 2
E =
1~+P~+\<’ ..‘0) (3.52a)
F = ~ (3.52b)
• ,,~ .,~ 2
o = 1++P~+’~’”~’) ‘ (3.52c)
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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y de la segunda forma fundamental
1
frs — —20j (í+(k%X+PXWXXO) )2+ (k1~ + +
151/j + + + (x ;;o))2 + (k~1/ + p + ~ ~Yo))
)
1
11/14-;;(1 + (~ + Ps + (x—xo) 2 + (k~14 + p1, + ~‘ va) )2)
Por otro lado, las curvaturas gaussiana y media pueden encontrarse a partir de los coeficientes de la
primera y segunda forma fundamentales de acuerdo con las siguientes ecuaciones [?] , [9]
K = LN — Al
2EG-F2’
EN+GL-2FM
EG-F2
de modo que tenemos que, en nuestro caso
(3.54a)
(3.54b)
u,
( lxx
zo
(z — 2za))
+
+ +
(z —ato)
)
2
~1/ + (y— iiofl~20
2)(i)
2 (i + (k
15 + ~5 + (x —ato))
2 + (%~~+ ~
1/+ 6,
(‘+ (~1/+~14+ (Y—Yo))2) (i=—~)
3/2
+
u,
L
M
N
u,
(3.53a)
(3.53b)
(3.53c)
á
K
(1
(3.55a)
2 (1 + (k~5+~5+ (z;0xo))2 + (¡~14-~-~1/+ (y—yo))2)
una vez conocidas las expresiones para H y K
las ecuaciones
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(3.55b)
es posible encontrar las curvaturas principales a partir de
1< =
,Ct + >C2
2
(3.56a)
(3.56b)
de manera que
nl = H+VWZW,
= H —
(3.57a)
(3.57b)
con locual encontramos que
S(z,y) =
C(z,y) = 2V¶rWk~00.
(3.58a)
(3.58b)
Sustituyendo (3.55a) y (3.55b) en las ecuaciones anteriores,encontramos las siguientes expresiones para
la potencia esférica y cilíndrica local
(3.59a)
(3.59b)
donde krz = ki.. + 1% y kr1/ = k114 + P14 son las coordenadas del vector director del rayo principal refrac-
tado, de acuerdo con la ley de Prentice generalizada. Sin embargo, de acuerdo con las aproximaciones
efectuadas al principio del capítulo, tenemos que (krx) « 1 y que (lcr1/) « ide modo que podemos
escribir las ecuaciones anteriores de la siguiente forma aproximada
tr F - C
2 (3.60a)
4 fflJvu—f~
(z — x ______
2f~~ + ~ + 20 o)) (k~+P1/+ (YYO)
)
2(1+ (z~±~~+(x—zo) 2 ±(k+
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
(i + (krv)2) + y,,,, + (k5)2) —2!xykrykrx3/2
2(1±k~ +
c =
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c = v’W?~fletF, (3.60b)
donde tr E = b~ + f~, y det E = ~ — f~1/.
Las ecuaciones anteriores son formalmente análogas a las ecuaciones de transformación de Long
presentadas en el capítulo anterior, con la diferenciade que, en este caso, f, f~ y f~, son función de
la posición sobre la superficie de la lente oftálmica. Con lo cual podemos decir que en nuestro grado de
aproximación los elementos de la matriz de potencia dióptrica están relacionados con la potencia local a
lo largo de la superficie de una lente oftálmica compuestapor superficies refractoras arbitrarias.
3.1.3 Expresión tensorial para la ley de Prentice generalizada
Las expresiones <3.24) y (3.25) permiten el cálculo de los efectos prismáticos de una lente oftálmica con
superficies refractoras arbitrarias dadas por las correspondientes sagitas z~ (z, y) y z2(z, y). Por otro
lado, dada una función real f (xi, x2) de dos variables reales x1 y z2, podemos expandir dicha función
en serie de ‘Ibylor [5] alrededorde un punto (4,4), de modo que
2 2 2 2 2 2
f=xo+Zxt,++ZZ4,t,t,+~rZZZxtktítstk+... (3.61)
:=1 j=1 k=1
Donde x
0 = f (4,4), ¾= —4, y x?
1~2..1~ con n> 1, vienen dados por
(3.62)
representan las coordenadas de un tensor covariante [6] de orden it. Aplicando el desarrollo de ‘Ibylor
(3.61) alrededor del punto (0,0) alas sagitas 21, z~, y sustituyendo dichas expresiónes en las ecuaciones
(3.24) y (3.25), es inmediato obtener la siguiente expresión tensorial para la ley de Prentice generalizada
/2 122 1222
= I4+ZA~szá+~rZZátkxszk+s¡ZZZAtkmzszkzrn+.I (3.63)
donde los términos están relacionados con las funciónes 21 y 22 de acuerdo con la expresión:
= (1— it)8118~2...8~~ (zí 22) 1(0,0) (3.64)
e
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e
e
• Un análisis de la ecuación (3.63), nos muestra que dicha ecuación puede dividirse en dos partes.
Una parte lineal, que fonnarían los dos primeros términos de la ecuación <3.63), y a continuación una
• parte no-lineal, formada por el resto de los términos de la ecuación. Podríamos considerar por tanto, que
• el efecto prismático que nos encontramos en un punto de la superficie de una lente oftálmica formada
por superficies refractoras arbitrarias como el que produciría una lente esferotórica cuyas superficies
e
refractoras son los paraboloides osculadores de las ságitas Z1, 22 en el punto (0,0) de acuerdo con la
• expresión:
e
• 2
• pL = (1— n)(8~(z1 — z2) 1(0,0) +Z8~8s (21— 22) I<o,o} x5, (3.65)
e 5=’
• más una serie de términos correctores no lineales, cuya importancia aumentaconforme nos acercamos al
extremo de la lente.
e
• 3.2 Matriz de potencia dióptrica local en lentes esféricas
• Como un primer ejemplo práctico, vamos a aplicar los conceptos estudiados en las secciones anteri-
• ores a lentes oftálmicas con superficies refractoras asféricas. La utilización de tales lentes en la practica
e
oftálmica se ha incrementado considerablemente en los últimos tiempos, debido a la mejora en las téc-
• nicas de fabricación de las mismas. El uso de una lente asférica, presenta dos ventajas respecto a la
• utilización de una lente convencional, en primer lugar permite la compensación de las aberraciones más
importantes de las lentes oftálmicas, el astigmatismo oblicuo y el error de potencia para un rango de po-
e
tencias superior al que permiten las lentes esféricas. En segundo lugar, para una potencia determinada,
• es posible encontrar una lente asférica que compense el astigmatismo con superficies más planas que la
• lente esférica correspondiente, lo cual se traduce en una ganancia estética así como en una reducción de
peso, que en algunos casos [7] ,puede llegar al 25 %. Aunque en general, se denomina lente asférica a
toda lente monofocal con una superficie refractora asférica, en la práctica, las superficies utilizadas son
• conicoides, esto es superficies generadas por rotación de una curva cónica. En este epigrafe, vamos a
• limitar nuestro estudio a lentes asféricas con superficies cónicas.
En general [4] ,podemos describiruna superficie asféricapor medio de unacartade Monge, (z, y, z (z, y)),
• de modo que la sagita de la superficie viene dada por la expresión
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Tabla 3.1 7ipos de supeificies asféricas segun elvalor del coeficiente de asfericidad.
Mdordep Tipo de superficie
—oo <p < O Hipérboloide
p = O Paraboloide
O <p < 1 Elipsoide oblato
p=l Esfera
1 <p < +oo Elipsoide prolato
z(x,y) = R— R2—p(x2+y2) (3.66)p
en esta expresión, 1? representa el radio de la superficie, mientras que p es el denominado coeficiente
de asfericidad del conicoide y nos indica el tipo de curva cónica que estamos utilizando segun indica
la lbbla 3.1. Cuanto más se aleje el valor de p de 1, tanto más asférica es la curva de la supeficie, de
modo que las curvas más planas son aquellas con menor valor de p y las más cunas son aquellas que
tienen valores de p más elevados. Una interesante propiedad de las lentes asféricas puede derivarse del
desarrollo en serie de lbylor de la ecuación (3.66)
1z2-!-y2 lp(z2+y2)2 +o((x2+y2)2). (3.67)R
Donde se puede ver que, en primera aproximación todas las supeficies cónicas pueden aproximarse
a un paraboloide, con independencia del valor del coeficiente de asfericidad. Más adelante haremos uso
de esta conocida propiedad de las superfices cónicas.
A continuación, vamos a utilizar laexpresión (3.66) para derivar la expresión generalizada de la ley de
Prentice para lentes asféricas, haciendo uso de las ecuaciones (3.24) y (3.25). Wmos a considerar lentes
biasféricas, esto es, lentes cuyasdos superficies sonasféricascon doscoeficientes de asfericidaddistintos
para cada cara de la lente, aunquemás tarde al analizar casos concretos nos limitemos a considerar lentes
con una única superficie asférica, de acuerdo con lo que ocurre en la práctica En estas condiciones, la
sustitución de la función (3.66) en las ecuaciones (3.24) y (3.25) conduce a las siguientes expresiones:
Px (1it)(
1 ) yR~~p2(z2+y2))’ (3.68)
46
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P1/=(1 —it) ( x22) .R~p~(x2+y2)
)
(3.69)
A partir de las cuales puede calcularse el módulo del efecto prismático, obteniendose que
(3.70)
puede deducirse de esta expresiónque el módulo del efecto prismático en lentes asféricaspresenta síme-
tria rotacional en la superficie de la misma. Para estudiar como se comporta esta función, hemos rep-
resentado (Fig. 3.3) el modulo del efecto prismático en función de la distancia al centro de la lente
r = para varios valores del coeficiente de asféricidad en lentes de potencia +7 D, +5 D,
—5 D, y —7 D, respectivamente. En todos los casos, la superficie asférica de la lente es la supeficie más
cunada correspondiente a la primera cara en la lente positiva y a la segundaen la negativa), mientras
¡
1
¡1
3.
Caid.nad. — ~>
¡¡
Figura 3.3.Modulo del efecto prismático presentado por diversas lentes oftálmicas asiarlcas de potencia +7 D, +5 D. —5 D y —7
D paro distintos valores del coeficiente de asfericidad.
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que laotra superficie se ha mantenido esférica <y = 1). En ambas figuras, podemos ver como existen dis-
crepancias entre la ley de Prentice (que predice una relación lineal entre el valor del efecto prismático y
la distancia al centro de la lente) y los resultados obtenidos por medio de (3.70). Como puede apreciarse
en estas gráficas Fig. 3.3, la ley de Prentice solo se cumple en el casode que el coeficiente de asfericidad
sea igual a cero, lo cual se correspondería con una parábola Esto es así debido a que la otra superficie de
la lente aunque es esférica, tiene un radio de curvatura suficientemente grande como para que la sagita de
la superficie se corresponda con el primer término del desarrollo en serie que aparece en la parte derecha
de la ecuación (3.67), comportandose a efectos prácticos como una superficie parabólica.
Ya hemos visto que los elementos de la matriz de potencia dióptrica local se corresponden con las
derivadas parciales de las componentes del efecto prismático. Deeste modo, podemos calcular las com-
ponentes de la matriz de potencia dióptrica de una lente asférica derivando las ecuaciones (3.68) y (3.69),
de manera que
(3.72)
siendo
p~— R?— p~ (z2 + ~2). 1=1,2 (3.74)
Apartir de las ecuaciones anteriores,podemos encontrar ladistribuciónde la potencia esféricaS (z, y),
cilíndrica C (x, y) y el eje del cilindro a (z, y), utilizando las ecuaciones de Long (citar ecuaciones capi-
tulo 1), de manera que llegamos a las siguientes expresiones
S(x,y)=(rz—1) (1—1), (3.75)
cr(z,y) — tant (~) <3.77)
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• las cuales nos indican, que para una lente oftálmica asférica, la distribuciónde potencias esférica y cilín-
e dricapresenta simetría de revolución, orientándose el eje del cilindro en la dirección radial. Para ilustrar
• este hecho, hemos representado ladistribución de potenciasesférica y cilíndricapara una lentes oftálmica
• asférica de potencia +5 D con diferentes coeficientes de asfericidad para la superficie más curva de la
• lente.
e
e
• 3.3 Matriz de potencia dióptrica local en lentes asferotóricas
e
• En óptica oftálmica, la corrección del astigmatismo ocular, se llevaa caboutilizando lentes con superficies
• tóricas, de modo que la potencia de la lente seadiferente en cada una de las direcciones radiales que unen
• el centro de la lente con la periferia de la misma, compensando de este modo el astigmatismo ocular.
e
Debido a las mejoras en las técnicas de fabricación de superfices ópticas empleadas por la industria de
• lentes oftálmicas, actualmente es posible encontrar lentes correctoras del astigmatismo con superficies
•
Al igual que en el apartado anterior, nosotros vamos a centrar el estudio de lentes asferotóricas por
e
• medio de la matriz de potencia dióptrica local a aquellas lentes cuyas secciones principales son curvas
•
e
3.3.1 Descripción de una superficie asferotórica cónica
e
Para obtener la ecuación de una superficie asferotórica cónica, partimos de la ecuación de una curva
• asférica
z(x) = (3.78)
•
e
• que puede escribirse como
• (R)2x2
• z(z) = — — (3.79)
p
e
• de modoque podemos realizar el cambio de variable a = RIp y u = z/ ~ obteniendoseque
e
• z(z) = a— x/rT52, (3.80)
e
• que se corresponde con la ecuación de una circunferencia.
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
• Por otro lado, la ecuación del toro en coordenadas cartesianas viene dada por la siguiente ecuación
e
•
• z(uv)=a1~;~/ka1~a2+ a~~u2)~v2 (3.81)
• deshaciendo el cambio de variables a1 = Ri /p1,a2 = R2/p2,u = y/.,/~y y = x/ ~fi7.se obtiene
• la siguiente expresión
e
¡ — \
2y2 Az(x,y) _ R
1 _ (R, 1?2 1R21 2
Pi kPi P2 \P2/P2
e
ecuación que puede escribirse de un modo más simple como
2
zQr,y)= J?1— (Rí—~i (R2~v~rr~s2)) —Pi3:
2 (3.83)
e ________________________
• Pi
e
Esta es la ecuación propuesta para una superficie atórica. Puede comprobarse que, si x = 0, (3.83),
• quedacomo
z(O,y) = R
2 — ¡R~ P2Y
2 (3.84)
•
e
• mientras que si Y = O, entonces tenemos que
• z(x,0) = (3.85)
Pi
• siendo por tanto las secciones principales de la curva ((3.83)), sendas curvas asféricas con radios y coe-
• ficientes de asfericidad distintos.
e A continuación vamos a estudiar algunos casos particulares de la ecuación ((3.83)). En primer lugar,
• tuede comprobarse trivialmente que si pi = 1>2 = 1, tenemos que
¡ 2
• z(xd4I=Rí~i(Ri~R
2+ Ri~y2)~x2, (3.86)
e
e
que se correspondecon la ecuación normal de una superficie tórica.
Por otro lado, podemos realizar el siguiente desarrolloen serie en el segundo termino de la ecuación
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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(3.83)
z(x,Y)
PI
de modo que si p~ = O, tenemos que
Rí — 1(Rl —Pi (~2))2 —Pix2
z(x,y) =
Pi
quepuede escribirse como
(Rí —
z(z,y) =
Pl
ecuación que también admite un desarrollo en serie de potencias, de modo que
2
y _________________
+ 2 (Rí —Pi
4
+ Pix
8(Rí Pí
2
z(x,y) y
— +
21?2 ~X7~’
con lo cual, si Pi = O, se tiene finalmente que
(3.91)
que se corresponde con un paraboloide tórico.
3.3.2 Efectos prismáticos en lentes asferotóricas cónicas
Partiendo de la expresión generalizadade la ley de Prentice es posiblecalcular los efectos prismáticos para
una lente asferotórica cónica. Como un caso particular, vamos a suponer una lente positiva, compuesta
por una primera superficie atórica de radios de curvatura Ria, Ríb y con coeficientes de asfericidad Pa
y Ph, y cuya segunda superficie es una superficie asférica con radio de curvatura R
2 y coeficiente de
(3.87)
(3.88)
(3.89)
(3.90)
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e
e
• asfericidad p2 En este caso,
e
• ¡ ¡n /r~\ )2
• R10 — \] ~Ri4 p4 kJUb VRIh—PbY) — PaX2
• 6z=
Pa
R
2— .
1R~—p
2(x
2+y2) (3.92)
e P2
• de modo que, aplicando la expresión generalizada de la ley de Prentice, se encuentran la siguientes ex-
e presiones para la componente horizontal y vertical del efecto prismático
•
• =
Pb (Rib — IRL —PbY2)) PaX2
• x (3.93)
•
e
• 1 (PbRia
P
1, = (1—ii)
7”kpa —Rfl + jR~ — PhY
)
j(R~rPbY2) [(Ria~ (R
1~~— \/?~!WhYfl) Pax2}
e
• Y .~ (3.94)
• jAW~~2+y2)J
e
• Para ilustrar el comportamiento de los efectos prismáticos en una lente asferotórica cónica, hemos
• representado el módulo del efecto prismático para una lente asferotórica con curvaturas principales <10 —
8.SD, Ci,, = 9D y C2 = —4.5D, esto es, una lente con potencia esféricaS = 4D y cilíndrica
C = 0.5 D, estando el eje del cilindro orientadoa QO• Como puedeapreciarse claramenteen la figura (Fig.
• 3.5), la simetria rotacional que presentaban las lentes asféricas normales desaparece, y la distribución
• del módulo de la potencia prismática sobre la superficie de la lente se orienta según los meridianos
e principales, que en este caso coinciden con los ejes de coordenadas al ser una lente orientada a 00.
• 3.3.3 La matriz de potencia dióptrica local en lentes asferotóricas cónicas
e
• Una vez conocidos las funciones 1% (x, y) y P~ (x, y) que nos dan las componentes horizontal y vertical
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
• de la potencia prismática a lo largo de la superficie de la lente, es posible encontrar los elementos de
la matriz de potencia dióptrica local haciendo uso de las expresiones (3.38), (3.39) y(3.40). Asípues,
volviendo al ejemplo utilizado en el apanado anterior, si derivamos las ecuaciones (3.93) y (3.94) se
• llega a las siguientes expresiones para los elementos de la matriz de potencia dióptrica local
e
e
= (n—1) +(n—1) (S~~~P2, (3.95a)e
(pav¡pt+Pax2 _ 1>2
= (n—1) _________ _ ~)xy, (3.95b)
• k. IR~rPhY2PL P~/
• Pí~ _ PbY2f~ = (n—1) ( ~ ~ (R~—p,,y2)
+ Pí~Y2 ~ +¡a~ ‘(R~ —p~y2) (p~ +p
0z2)
)
• ( I(R~ — p~y2)
• 1 P2Y
2”~ (3.95c)
~~~~1~>
P2 P2 1
• siendo
Pi
0 = j ((R10 — ~ (~i~ — (R?,, p,,y2)))V PaA)~ (396)
e
e
• . Pu, = ~R10 — Ru, + (R?,, — p,,y
2) (3.97)
• Pa
y
• ¡~2 = (ff3 —p
2x
2 P2y2)- (3.98)
• De nuevo vamos a ilustrar con un ejemplo los resultados obtenidos. En este caso, vamos a representar
la distribución de los valoresde la esfera y el cilindro <que pueden obtenerse inmediatamente a partir dee
los elementos de la matriz de potencia dioptrica local) para la lente asferotórica descrita en el apartado
• anterior Se han escogido los coeficientes de asfericidad de modo que Pa = p~ y que p,~ = 1, siendo, por
• tanto, la segunda superficie de la lente esférica. Les resultados obtenidos se recogen en la figura (ver??).
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• Capítulo 4
e
e
• Medida de la matriz de potencia dióptrica local dee
• una lente oftálmica
e
e
• En este capítulo se estudia un pmcedimiento de medida indirecta de la matriz de potencia
• dióptrica local utilizando laspropiedades de la misma descritas en el capítulo anterior Elpro-
• cedimiento adoptado en nuestro caso ha sido derivar los valores experimentales de lo matriz de
• potencia dióptrica local a partir de la medida directa de la forma de las dos superficies refrac-
toras de la lente. Laforma de la lente se ha medidomediante un sistema automático de medida de
• lo topografla superflcal basado en un palpador mecánico y un sistema mótorizodo de desploza-
• miento de la lente. De este modo se ha obtenido ladistribución superficial depotencia prismática
• y de los elementos de la matriz de potencia dióptrica local de varias lentes oftátmicas. También
• se lleva a cabo la comparación de este método de medido de lamatriz de potencia dióptrica lo-
• cal con otro método distinto basado en la obtención de los efectos prismáticos locales apartir de
lo medida directa de lo deflexión de un haz láser en cada punto de lo supeificie de la lente.
e
4.1 Medida de la MPDL a partir de la topografía superficial de una
• lente oftáhnica.
e
• De acuerdo con los resultados obtenidos en el capitulo anterior, es posible describir el comportamiento
• óptico de una lente oftálmica compuesta por superficies refractoras arbitrarias a partir de la expresión
generalizada de la ley de Prenticepor medio de la matriz de potencia dióptrica local. En efecto, dada una
e lente oftálmica de superficies refractoras definidas por sendas canas de Monge [x,y, z~ (z, ~fl1i,2 y de
• indice de refracción u, es posible obtener la siguiente relación entre las ságitas zí y 22 de las superficies
• de la lente y los elementos de la matriz de potencia dióptrica local de acuerdo a las expresiones
e
• f±±(x, y) = (u —1)8 (zí —22), (4la)
• f~~(x,y) = (n—1)8~~(zi —22), (4.lb)
• I~~(x,y) = (n—1)81~(zi —22). (‘tIc)
e
• Así pues podriamos plantear como método de medida indirecta de los elementos de la matriz de
potencia dióptrica local de una lente oftálmica de índice de refracción conocido u, el medir la forma
• de las ságitas zí (r, Y) y 22 (x, y) de las dos superficies refractoras de la lente y utilizar las expresiones
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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anteriores para obtener la matriz de potencia dióptrica local. Este ha sido el método de medida de la
matriz de potencia dióptrica local adoptado en este trabajo de investigación. A continuación vamos a
describir en profundidad el dispositivo experimental de medida de la matriz de potencia dióptrica local a
partir de la topografía de las superficies refractoras, así como el proceso de medida.
4.1.1 Descripción del dispositivo experimental
Para la medida de la forma de una superficie existen numérosos métodos descritos en la literatura [1]
[2] , [3] , [4] y [5] - ‘Ibles métodos pueden clasificarse atendiendo a criterios tales como naturaleza del
método de medida (métodos ópticos, mecánicos, electromagnéticos, etc..), sucaracter global (medida de
la superficie en su conjunto) o local (medida de la superficie “punto a punto”), etc.... En nuestro caso,
hemos optado por un método mecánico y local consistente en la utilización de un palpador para medir
directamente en cada punto de la superficie la ságita z (x,y), desplazando la superficie de la lente de
un punto de medida a otro por medio de unos desplazadores lineales motorizados, dotados con motores
eléctricos de paso fijo. Thnto el palpador como los desplazadores lineales se controlan por medio de un
RS 232
e)
d)
Figura 4. l.Esquema del dispositivo experimental empleado pata la medida de supeq¶cies de lentes oftálmicas. Elementos: a)
Palpador mecánico~ b) y c) motorespaso a paso, d) unidad de control y alimentación de los motores ye) computadora
ordenador utilizando un programa escrito en MArLAB, de modo que el proceso de medida y adquisición
de datos es automático.
En la Fig. 4.1 podemos ver un esquemadel dispositivoexperimental y en la Fig. 4.2 se puede apreciar
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una imagen del mismo. El sistema consta de los siguientes elementos:
• Dos desplazadores lineales motorizados de paso fijo de la firma Parker, modelo 102004BN. Estos
desplazadores tienen un recorrido de 100 mm con una repetibilidad en el posicionamiento de ±2pm
a lo largo de todoel recorrido. Cada paso de motor corresponde a un desplazamiento de 0.25 pm.
e Un palpador mecánico digital de la firma Mitutoyo, modelo IDC 543-142, con capacidadpara medir
longitudes inferiores a 12.99 mm con una precisión en la medida de ±1pm. Elpalpador digital puede
controlarse por medio de un ordenador a través del puerto de comunicaciones RS-232.
• Un soporte de lentes, con capacidad para lentes oftálmicas de 60, 65 y 70 mm de diámetro.
• Un ordenador personal para el control del sistema.
Como puede verse en laFig. 4.1 tanto el palpador mecánico como la unidad de control están conec-
tados a dos puertos RS-232 del ordenador, de modo que el control de ambos aparatos se realiza enviando
una serie de caracteres al puerto RS-232 correspondiente. Por ejemplo, para indicar al motor 1 que
deberá moverse una longitud de 200 pasos en La dirección negativa, hay que enviar la siguiente cadena
de carácteresal puerto RS-232: “ID-200\r IG\r”, donde el símbolo “\r” representa un retomo de cano.
En el apéndice Al se recogen las instrucciones utilizadas para el control de los motores y del palpador
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
Figura 4.2.Fotografía del dispositivo mecánico de medida de supvflcies de lentes oftólmicas
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mecánico. Las instrucciones de movimiento de los motores han sido programadas en MATLAB como
funciones independientes, de modo que es posible controlar los motores de modo manual en la ventana
de comandos del entorno MATLAB o implementar estas funciones en una aplicación más general.
El funcionamiento del sistema de medida es sencillo. Por medio de los desplazadores motorizados
se mueve la lente de manera que la punta del palpador mecánico recorra la superficie de la misma. La
posición de la punta del palpadores siempre perpendicular al plano definido por el soporte de la lente
Fig. 4.2. Al llegar al punto donde se quiere realizar la medida, los motores del desplazador se detienen y
el ordenador toma en ese momento la lectura del palpador (que indica el valor de la ságita del punto de
la lente) y así sucesivamente hasta medir un número de puntos significativos en la superficie de la lente.
30
20
10
o
10
-20
-30
-30 10 20 30
Figura 4.3.Trayectoria de la punta delpalpador mecánico sobre la superficie de la ¡ente oftálmica a medir
La figura (Fig. 4.4) representa el camino que recorre la punta del perfilometro sobre la superficie de
la lente. Este camino se ha escogido porque permite recorrer toda la superficie de la lente sin pasar dos
veces por el mismo punto de medida, salvo el centro geométrico de la lente que es el punto inicial y final
del recorrido. En estas condiciones, el proceso de medida que lleva a cabo el perfilómetro consta de los
siguientes pasos:
-20 -10 0
Eje X <mm)
e
e
e
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e
e
• e Se situa la lente a medir en el soporte
e
• e Se llevan los motores a la posición inicial que se define como aquella en la que ambos motores se
• encuentran situados justamente a la mitadde su recorrido.
• Se situa la punta del comparador en el centro geométrico de la lente y se fija la altura cero como lae
altura del centro geométrico de la lente.
• • Se mueve la lente con los motores, de modo que la punta del comparador siga el camino representado
en la Fig. 4.3 sobre la superfice de la lente.
e
• e Se guardan los datos en un fichero.
• e Se repite el proceso para la cara posterior de la lente.
De esta forma, al acabar la medida,se tiene un conjunto discreto de puntos (x1, y~, z~) que describen lae
• superficie de la lente. Es evidenteque cuanto más grande sea el número de puntos, mejor descrita estará
• la superficie y cuanto menor sea el número de puntos menor será el tiempo de medida. Es por tanto,
• necesario encontrar un compromiso entre el número de puntos y el tiempo de media. Por ello, hemos
e elegido el conjunto de puntos de modo que la distancia entredos puntos a lo largo de los ejes OX y OY
• (según el sistema de referencia de la Fig. 4.3) sea de 1.5 mm. De este modo, se miden un total de 1009
• puntos a lo largo de la superficie de la lente,con un tiempo de medida de unos 34) minutos.
Puntae
e
e
•
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
• Como el palpadormecánico acaba en una punta esférica, los puntos que nosotros medimos correspon-
e
e
e
e
e
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e
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E
Figura 4.4.Recorrido de la punta del palpador sobre la superficie de la lente.
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den realmente con las sucesivasposiciones del centro de curvatura de lapunta esférica. Como puede verse
en la figura (Fig. 4.4), el punto de contacto de la punta esférica del palpador y la superficie de la lente
es aquel en el que coincide la dirección del vector normal de la superficie a medir, Ni y el vector que
une el centro de curvatura de la punta con el punto de contacto rb. Si consideramos además la superficie
E’ descrita por las distintas posiciones del centro de curvatura de la bola, puede demostrarse en primera
aproximación (apéndice A2) que, de acuerdo con la hipótesis realizada en el capítulo 3 acerca de la nat-
uraleza de las superficies de las lentes oftálmicas, la dirección del vector normal a dichasuperficie en
el punto considerado, N2 también coincide con la dirección de los vectores anteriores. En estas condi-
ciones, tenemos que se puedeestablecer la siguiente relación entre el vector de posición r de la superficie
E y el vector de posición 9 de la superficie 2’
9 =r+aN2, (4.2)
como además tenemos que
=r—rb, (43)
podemos concluir, por tanto, que r~, = aN2. Pero además debemos de tener en cuenta que rbi = a,
donde a es el radio de la punta del palpador. de manera que a = —a y por tanto
r = 9 + aN2. (4.4)
Esta es la relación que se ha empleado para encontrar los valores de los puntos (x1,y1, z~) sobre la su-
perficie de la lente a partir de los puntos medidos (x~, y~, z~) que nos dan las posiciones sucesivas del
centro de la punta esférica del palpador, ya que el vector N2 puedeobtenerse por cálculo numérico a partir
del conjunto de puntos (x~, yfl z~). Esta operación se ha implementado en los programas de tratamiento
de datos experimentales de modo que antes de procesar los datos se parte ya de los puntos corregidos
4.1.2 ¶11-atamiento de datos. Obtención de la MPDL
A continuación vamos a describirel proceso de tratamiento de datos que se sigue para obtener la MPDL.
De acuerdo con las expresiones (‘tia), (41b) y (‘tic), para obtener los elementos de la MPDL es nece-
sano calcular las derivadas de las ságitas de las superficies. En nuestro caso, nosotros tenemos un con-
junto discreto de datos (x1, y~, z~) de manera que debemos emplear métodos de cálculo numérico para el
e
e
e
e
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e
e
e
• calculode las derivadas parciales 8~z,8~,zy 8~z. De acuerdo con Press etaL [7], una buena estimación
de la primera derivada parcial en la dirección OX de la sagita viene dada por
e
e = 2k (4.5)
• (‘k —
e donde (Xj,YJ, z) y (xk,yk, 2k) son los dos puntos más próximos al punto ~ z~) en la dirección
• del eje OX, esto es y~ = lii = Yk- El problema que presenta esta estimación discreta de la derivada
• es su comportamiento poco robusto frente a los errores. Si denominamos bz al error cometido en la
e determinación de z~ y 2k (suponiendo que dicho error no depende del punto de la lente en el que estemos
e
e midiendo) y 6í es el error cometido en la determinación de z~ y 1k~ podemos escibir la ecuación (4.5)
• como
e (A
1zO’ = (zk—z~)+ 26z (46)
e (1k —xi) +26x’
e
desarrollando en serieel denominador (teniendoen cuenta que estamos trabajando con errores), tenemos
• que
(2k—2~)+
2áiz 2(zk—zJ)&z (47)
• (xk—x~) + (xk—x~)2
e
• donde se han eliminado los términos que van con las potencias cuadráticas de los errores fiz y óx y
• superiores. Comparando las expresiones (46) y (4.7), podemos verque unaestimacióndel error cometido
e en la detenninación de la primera derivada parcial en la dirección OX de la sAgita esta dadapor
e
• 26z 2(zk—z~)&x
+
6(A~z~) (xk—xj) (xk—xJ)2 (4.8)
e
e y el error relativo viene dado por
e 6(A~z~) 26z
+
• (2k — zg) (2k — z~) (1k — Zj) (1k — x~)2í (4.9)
e
• las expresiones anteriores pueden ser utilizadas para calcular el error cometido en la segunda derivada,
• definida a partir de la expresión
2 A
5zk —L=xzZj
e zi =
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
66 Medida de lo MPDL a partir de la topografía superficial de una lente oftálmica.
de modo que el error cometido puede estimarse como
26 (t1z) 2 (A5zk —L5z~) Sí6 (A~z~) — í~)2 + ( — )3 (4.11)
(1k
Como ejemplo, consideraremosuna superficie parabólica de R = 200 mm de radio y vamos a estudiar
el error cometido en la segunda derivada de un punto situado a í~ = 10 mm del centro, suponiendo que
— í, = 1.5 mm y que 6z = ±1gm y Sí = +10 pm (esto es, los datos correspondientes a la precisión
de nuestro aparato de medida). lénemos pues que
26z (xk+í~)fix6 (A~z~) + (4.12)(ík—íg) R(xk—xj)’
operando,
6 (á5z1) +8 - iO~,
de manera que, para la segunda derivada
26(t1z) 26í (4.13)
(1k1j) R(ík—íJ)
2’
sutituyendo los datos numéricos encontramos que
6(A~z
1)~+2-10
4mm’,
si expresamos el error en dioptrias tenemos que 6 (t~z~) +0.2 D, teniendo en cuenta que, en este
caso la seguna derivada numérica viene dadapor
/4zi = A
5zk-A12J —-
1-=5D
(xk—íJ) R
tenemos que en valor relativo el error cometido es en este caso de un 4%. Sin embargo, el error relativo
en la medida de la posición 1 es de un 0.1 % y el de la medida de 2 es de un 0.4 %. Esto implica que
el error relativo se múltiplica en un factor 10 teniendo en cuenta únicamente los errOreS de precisión del
aparato.
Para evitar este factor de error debido al cálculo discreto de las derivadas parciales, se ha optado
por ajustar las funciones z~ (í, y) y 22 (í, Y) a un desarrollo en serie de polinomios. Como estamos
trabajando con superficies definidas en un dominio circular, hemos elegido el conjunto de polinomios
de Zernike, al ser este conjunto una base natural para toda superficie definida en un dominio circular
e
e
e
e
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e
e
e debido a sus propiedades de ortogonalidad sobre el circulo de radio unidad, así como ciertas propiedades
e de invariancia [8] , de modo que podemos escribir
• N
• z~(x,y) = 5c4V3(x,y), (4.14)
e ti
22(X,Y) = N (415)
j=i
e
• siendo Vj (í, y) el j-ésimo polinomio de Zernike. Como estamos trabajando sobre un dominio discreto
• de puntos, siguiendoa [9] escogeremos los coeficientes de los polinomios de Zcrnike que minimizen la
diferencia cuadrática
2
dc=Z Iz.—>3a,V,3
1 , (4.16)
e t=í
e
• donde z~ es valor de la ságita en el i-ésimo punto de la superficie, M es el número de puntos medidos
• sobre la superficie, V
1j es el valor del j-ésimo polinomio de Zemike en el punto i-ésimo y N es el número
e de polinomios de Zernike empleados. Si consideramos que los polinomios de Zernike son ortonormales
• en el conjunto discreto de datos considerado, esto es si
e
• >3 V1~V1~ = 6kj. (4.17)e 1=1
la minimización de (4.16) nos lleva a la siguiente expresión para los coeficientes de los polinomios
e
• M
e a~ =>3 ~ (4.18)
e ~=1
e Si denominamos 6a~ al error cometido en la determinación del coeficiente del j-ésimo polinomio de
Zernike, tenemos que nuestra estimación de la sAgita, se halla afectada de un error
e
• N
áz, =>3 3a
3V13, (4.19)
e 3=i
• considerando además que el error relativo en la detenninación de los coeficientes de los polinomios de
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e,
u,
u,
u,
u,
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u,
u,
Zemike es el mismo, esto es si ¿a5 = ca5, tenemos que u,
e
N
>3 a~Víp u,6z~ = c (4.20)
e,
es decir, que el error relativo que cometemos en la estimación de la sAgita es del mismo orden que el error u,
relativo en los coeficientes del desarrollo en serie de polinomios. Por otro lado, la derivada de la sAgita
puede expresarse como
N u,
85zí=>3as8~Ví5, (4.21) u,
¡=1 u,
u,
siendo el error de la derivada u,
N u,
á(t9~z~) =>3 Sas8A’t. (4.22) e,
5=1
u,
Como puede apreciarse, el error en la derivada de la sagita es función del error en los coeficientes, y u,
de acuerdo a la expresión (4.20), el error relativo que se comete es del orden del error relativo cometido st
en la determinación de los coeficientes de los polinomios de Zernike. Estoquiere decir que el proceso de
u,derivación no aumenta en este caso el error. Es por ello por lo que hemos decidido expresar las sAgitas
de las superficies refractoras a partir del desarrollo en serie de polinomios de Zemike. u,
A continuación vamos a describir el proceso de obtención de la MPDL a partir de las medidas de la u’
e,
sAgita. Nuestro objetivo es encontrar los coeficientes de los polinomios de Zernike a partir del conjunto u,
discreto de puntos (xi, y~, z1)de la superficie que hemos medido. Los coeficientes de los polinomios se e,
hallan minimizando la distancia cuadrática dada por la ecuación (4.16). Como en nuestro caso tenemos e,
un conjunto discreto de datos, hemos empleado el algoritmodescrito por Fischer et aL [10] que utiliza
u,
un proceso de ortogonalización de Grani-Schmidt para encontrarun conjunto de polinomios ortogonales u,
en el dominio discreto de puntos (xi, y~) que estamos manejando a partir de los valores de los polinomios u’
de Zernike. De este modo somos capaces de encontrar la expansión de la superficie medida en serie de u,
polinomios de Zernike. El ajuste ha sido realizado empleando los 45 primeros polinomios de Zernike ya
u,
que con un número superior de polinomios no mejora significativamente el ajuste entre los polinomios y e,
los datos experimentales. u,
Elpaso final es calcular los valores de las primeras y segundas derivadas parciales de los polinomios u,
de Zernike en los puntos (xi, y2). Si los valores de los diferentes polinomios de Zernike en cada uno de u,
u,los puntos de medida vienen dados por una matriz y cuyos elementos son 1-9. = 14 (z~, yI), esto ese! u,
e,
st
ti
e,
u’
e,
ti
e,
ej
ej
e
e
e
e
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e
e
• valor del j-ésimo polinomio de Zernike en el punto (í~, y¿; sus derivadas sucesivas vendrán dadas por
~ V51 - Por otro lado, tenemos dos conjuntos de coeficientese
• de ajuste de las dos sAgitas a nuestro conjunto de polinomios de Zemike, de manera que podemos obtener
• los valores de las componentesde lapotencia prismática 1’,. (xí,yi), 1% (íi,YI) ydelamatrizdepotencia
• dióptrica f~ (xi, yO, M~ (xi, Yi) y f~ (xi, y~ a partir de las expresiones siguientes
e
• N
• r~ ~xj,yj)= — n) ~, ~a; — QJ) 85Vj11, N45 (4.23a)
e i=1
N
• 1% (í~,y~) = (1— n) >3 (<4 — afl 8~Vs~, N45 <4.23b)
e
e
e y
• N
• f±~(x¡,y~) = (n—1)>3(aj—a~)8~.Vjí, N=45 (424a)
e J=i
N
• f~~(x~,y~) = xíYií, N45 <4.2’tb)
e
• N
• f~~(x~,y~) = (n—1)>3(<4—a~)8~~Vji, N=45 (4.22k)
e j=i
• siendo {<4} los coeficientes de ajuste de la sAgita de la primera superfcie y {a~} los coeficientes de
e
e ajuste de la sAgita de la segunda superficie.
e Si la forma de la superficie es conocida, tal y como ocurre en el caso de lentes esféricas, es posible
• utilizar otro procedimiento para la obtención de las potencias prismáticas y los elementos de la MPDL.
e Este procedimiento seda ajustar directamente los puntos experimentales a una superficie esférica. Para
e
ello, dado un conjunto de puntos (í~, y1, z~) correspondientes a una superfcie de la cual sabemos a pnorz
• que es esférica, definimos la siguiente magnitud
e N 2
• DC=Z (2~—ii+ ~ (4.25>
e
e calculamos
e y los valores del radio R y de los coeficientes de inclinación a y b que minimizan esta ex-
• presión. La minimización de (4.25) puede realizarse utilizando técnicas de cálculo numérico como el
• algoritmo llamado “simplex” [7] - El algoritmo de minimización “simplex” figuracomo una de las fun-
ciones de MatLab, siendo esta función la que hemos empleado para minimizar la distancia cuadrática
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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(4.25). Una vezque se determina el valor del radio R que proporciona el mejor ajuste a los datos exper-
imentales, el cálculo de los elementos de la MPDL y de la distribución de potencias esférica y cilíndrica
se lleva a cabo utilizando las expresiones del capitulo 3.
4.2 Resultados experimentales
Vamos a presentar a continuación los resultados obtenidos al medir la MPDL de varias lentes oftálmicas
comerciales con el método de medida descrito anteriormente. Las características de las lentes medidas
se muestran en la tabla 1.
En el caso de lentes esféricas, se realiza el ajuste de los puntos medidos a una superficie esférica
obteniendo el valor del radio R y de los coeficientes de inclinación a y b. Para estimar el error cometido,
hemos medido 8 veces cada superficie de la lente y hemos determinado el valor medio y la desviación
media de los coeficientes {a, b, R}. Una vez determinado el valor de R hemos hallado los elemtos de
la MPDL y las potencias esférica y cilíndrica siguiendo el método expuesto en el apanado anterior Los
valores obtenidos de la MPDL y de la esfera y cilindro se muestran en las figuras: Fig. 4.7, Fig. 4.8,
Fig. 4.9 y Fig. 4.10 mientras que el valor medio del radio R y su desviación media AR se muestran en
el apéndice A3. En el caso de las lentes positivas, se puede observar cierta discrepanciaentre la potencia
medida en el centro de la lente y la potencia nominal de la lente. Creemos que dichas discrepancias son
debidas al efecto del espesor central.
El proceso de medida de las lentes asféricas y progresivas consiste en la medida de la superficie ante-
rior y posterior de la lente, el ajuste de las mismas a polinomios de Zernike y la obtención a partir de las
derivadas numéricas de los polinomios de los valores de las componentes de la matriz de potencia dióp-
trica local y de la distribución de potencias esféricas y cilindricas a lo largo de la superficie de las lentes
estudiadas. Parapoder realizar una estadística de errores, se han llevado a cabo un número estadística-
mente significativo de medidas de cada superficie de la lente que queremos medir, en nuestro caso se
llevan a cabo 10 medidas de cada superficie de la lente. De este modo obtenemos 10 conjuntos diferentes
de elementos de la MPDL y por consiguiente, es posible encontrar la MPDL media y el error cometido
en la medida de la MPDL en cada punto de la superficie de la lente. En la Fig. ‘ti se muestra una imagen
tridimensional de las dos superficies de la lente progresiva PI tal y como han sido medidas por nuestro
sistema de perfilometría automática, mientras que en la Fig. 4.6 es posible ver los residuos que resultan
de ajustar las superficies anteriores a un conjunto de polinomios de Zemike. En el apéndice A3 se mues-
tran los valores de los coeficientes de Zemike obtenidos para cada una de la medidas efectuadas sobre
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Tabla 4.1 Propiedades de las lentes medidas con elperfilómetro autom.dtico. .P¡~ es la potencia de lejos
de la lente, A es lo adición, u es el índice de refracción y t. es el espesor central
LLente Tipo P¡, (D) A(D) u tc(mm)
El Esférica —4.00 NA 1.500 200
E2 Esférica —2.00 NA 1500 0.90
E3 Esférica +2.00 NA 1.500 380
E4 Esférica +4.00 NA 1.500 5.30
Al Asférica +2.00 NA 1.604 2.50
A2 Asférica +2.50 NA 1.604 290
Pl Progresiva 0.00 +2.00 1.604 1.85
P2 Progresiva 0.00 +2.00 1604 190
P3 Progresiva 0.00 +2.0<) 1.604 Z40
las lentes asféricas y progresivas de la ‘lbbla 4.1.
En las figuras: Fig. 4.11, Fig. 4.13, Fig. 4.15, Fig. 4.17 y Fig. 4.19 se muestran los valores de: el-
ementos de la MPDL f,~, f~, y f~, y distribución de potencias esférica E y cilíndrica C, tal y como
vienen dadaspor las ecuaciones de Long de las ¡entes Al, A2, Pl, P2y P3. En las figuras Fig. 4.12, Fig.
4.14, Fig. 4.16, Fig. 4.18 yFig. 4.20 tenemos los valores de los errores cometidos en la determinación de
las magnitudes anteriores. Como puede apreciarse en estas figuras, cada grupo de lentes estudiado pre-
senta una distribución superficial característica de los elementos de la MPDL y de las potencias esférica
y cilíndrica. Esta distribución superficial viene dada por la naturaleza de las superficies refractoras de las
lentes estudiadas.
En el caso de lentes con la primera superficie asférica, lentes Al y A2 (Fig. 4.11 y Fig. 4.13), las dis-
tribuciones de los elementos de la MPDL y de las potenciasesférica y cilíndrica de dichas lentes presentan
un aspecto “ruidoso” (más acusado en la lente de +2.00 D que en la lente de +2.50 D). Sin embargo,
al menos en teoría, al estar estas lentes compuestas por dos superficies de revolución, las distribuciones
de potencia esférica y cilíndrica deberian presentar una distribución con simetria rotacional. La causa de
que no aparezca dicha simetria se encuentra en el hecho de que la primera superficie (superficie asférica)
de la lente no presenta simetria de revolución debido, en nuestra opinión, a un proceso de fabricación de-
fectuoso. Conviene tener en cuenta que las lentes medidas son lentes orgánicas de CR39 y se fabrican
por inyección del material sobre un molde [17] , de modo que al enfriarse la lente, pueden aparecer pe-
queñas defonnaciones que, si bien no tienen un efecto muy grande sobre la calidad óptica de la lente, y
por tanto, son indetectadas por un frontofocómetro, si pueden dar lugar a cambios en la estructura de la
superficie. Nuevamente, los valores de potencia encontrados se corresponden con los valoresesperados,
al menos en la zonaparaxial de ambas lentes.
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Figura 4.S.Repmsentación tridimensional de la superficies a) anterior y b) posterior de la ¡ente PI medidas con el perfl¡óntetm
automático. Nótese la ligera asimetría de la superficie anterior que indica su caracter de supetflcie pmgmsiva.
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Figura 4.6.Residuos resultantes de ajustar tas superficies a) anterior y b) posterior de la ¡ente PI a un conjunto de polinomios de
Zemike. Puede conipmbarse que la diferencia entre la superficie medida y ajustada nunca es mayor que 10pm.
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Figura 4.7Distribuc,ón de los elementos de la MPDL, a) f~. b) ~ c) f~. d) f~ y de laspotencias e) esfe’rica y]) cilíndrica
sobte la superficie de la lente CI.
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La estimación del error cometido en la determinación de la MPDL y las potencias esférica y cilíndrica
de las lentes Al y A2 se muestran en las Fig. 4.12 y Fig. 4.14. Thl y como puedeverse en dichas gráficas,
los errores de los elementos de la MPDL y de las correspondientes potencias esférica y cilíndrica son
pequeños, yaque en el caso de la lente Al no superan las 0.OSDyen el caso de la lente A2 no superan las
0.25 0 (aunque los errores medios de la lente A2 son bastante inferiores a esta cota de error). lhl y como
ocurre con la distribución de los elementos de la MPDL y de las potencias esféricas y cilíndricas, la lente
Al presenta una distribución de errores “aleatoria” o cuanto menos una apariencia “rugosa”, mientras
que la lente A2 presenta una cierta estructura en la distribución de los errores sobre su superficie.
Las lentes Pl, P2 y P3, mostradas en las Fig. 4.15, Fig. 4.17 y Fig. 419, son lentes progresivas y
dicho comportamiento queda correctamente reflejado en las correspondientes distribuciones de potencia
esférica y cilíndrica. Así puede verse una zona de visión de lejos que ocupa aproximadamente la mitad
superior de las tres lentes, donde la variación de potencia es pequeña (y como son lentes neutras de lejos
sus valores son cercanos acero), mientras que en la parte inferior de estas lentes, la potencia aumenta de
modo progresiva hasta encontramos una zona de potencia constante en la parte inferior derecha o nasal
de las lentes (ya que sonlentes construidas para un ojoderecho) siendo el valor de la potencia en esa zona
el correspondiente a la suma del valor de la potencia de lejos más la adición, lo cual en nuestro caso nos
da unas lentes de +2.00 D, ya que las lentes son neutras de lejos y su adición es justamente +2.0<) 0. La
distribución de potencia cilíndrica sobre la superficie de la lente tambien presenta un comportamiento de
acuerdo con lo descrito en la literatura [18] , [19] y [20] - De modo que, podemos encontrar una zona
de visión de lejos y otra zona (más pequeña) de visión de cerca, libres de cilindro unidas por medio de
un estrecho pasillo (el pasillo progresivo), encontrandose una distribución de potencia cilíndrica en am-
bos laterales del pasillo progresivo de manera que la potencia cilíndrica crece conforme nos alejamos
del pasillo progresivo. Las figuras muestran asimismo una ligera diferencia en el diseño de las lentes,
diferencia esperable si consideramos que Pl, P2 y P3 son lentes pertenecientes a tres marcas comerciales
diferentes. Así mismo, es de hacer constar que la lente P3 presenta una ligera rotación del pasillo progre-
sivo hacia la zona nasal, en comparación con las lentes Pl y P2. Esta rotación puede deberse a una ligera
imprecisión cometida en el posicionamiento de dicha lente respecto a los ejes del perfilómetro.
La estimación del error cometido en la medida de la MPDL y de las correspondientes potencias es-
féricas y cilíndricas se muestra en la Fig. 4.16, Fig. 4.18 y Fig. 4.20. En la lente Pl se observa que
los mayores errores en la MPDL se concentran en la parte inferior de la lente a ambos lados del pasillo
progresivo (para la componente f~) o en las zonas laterales (componentes ~ y .41,). El valor máx-
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e
e
• imo del error cometido no supera en todo caso el cuarto de dioptria y en general el valor medio del error
• cometido es del orden de 0.1 D, valor en consonancia con la precisión de otros métodos experimentales
e
como la media de potencias por medio de un frontofocómetro automático. El comportamiento de los
• errores cometidos en la determinación de la esfera y el cilindro es muy similar.
• En el caso de la lente P2, las zonas con altos valores (del orden de 0.25 0) de error tanto en los ele-
mentos de la MPDL como en las potenciasesférica y cilíndrica son más reducidas, aunque su localizacióne
• sobre la súperficie de la lente es muy parecida a la que presentaba la lente Pl, esto es, en las zonas in-
• feriores y laterales de la lente. En este caso tambien encontramos valores máximos cercanos al cuarto
• de dioptría (excepto en la componente f~, de la MPDL, donde no se sobrepasan las 0.08 D) y un valor
medio del orden de 0.10.e
• Sin embargo, para la lente P3, el mayor valor del error cometido en la determinación de los elementos
• de la MPDL no sobrepasa las 0.16 D, siendo el valor medio del orden de 0.08 0. De modo que, en
• este caso la precisión del método es mayor que la proporcionada por el empleo de un frontofocómetro
e
automático. En este caso puede comprobarse la existencia de cierta estructura en la distribución de los
• errores, sobre todo en las componentes f~ y f~, de la MPDL. Como ocurre con las lentes Pl y P2, el
• comportamiento de los errores cometidos en la determinación de la esfera y el cilindro es similar al que
presentan los errores en los elementos de la MPDL.
e
e
• 4.3 Medida de la MPDL a partir de la deflexión de los rayos sobre
• una lente oftálmica.
e
e 4.31 Descripción del dispositivo experimtntal para la medida de la MPDL ae partir de la deflexión de rayos
En esta sección, vamos a comparas los resultados de dos métodos para la medida de la MPDL. Por une
lado, la medida de la MPDL a partir de las derivadas segundas de las ságitas y por otro la medida de
• la MPDL a partir de las derivadas del efecto prismático. De acuerdo con los resultados del capítulo 3,
• tenemos la siguiente expresión que relaciona los elementos f~, f~, y f1,1, de la MPDL y las componentes
e P5 y P1, de la potencia prismática
• OPX
• — -~- (426)
• f~ = = —~ (4.27)
Ox
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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-r (428)
De modo que, si conocemos la distribución de las componentes P~ y P1, del efecto prismático a lo
largo de la superficie de la lente, es posible obtener los valores de los elementos de la MPDL a partir de
las derivadas parciales de las anteriores cambiadas de signo.
o)
Figura 421Esquetna del dispositivo experimental empleado para la medida directa de la deflexión de rayos en lentes oltólmicas.
Elementos.- a) Ordenador b) unidad de cont rolde los motores, c) ldser d)filtro espacial, polarizadory lente coliniadora. e) motores
paso a paso y» carnara CCD desnuda.
La medida de la deflexión (o efecto prismático) que experimenta un rayo al refractarse en cada punto
de una superficie puede realizarse de varias maneras. Se puede encontrar una abundante literatura sobre
métodos basados en deflectometría Moiré con mayor o menor grado de automatismo [11] ,[12] , [131,
[14] y [15]. Aunque también es posible encontrar otros métodos, como la medida directa de la dellexión
de un rayo [9] y [16] - En el Departamento de Óptica, UCM [21] se ha desarrollado un dispositivo para
la medida directa de la deflexión de un haz láser en la superficie de una lente oftálmica. TaJ y como
puede apreciarse en la Fig. 4.21 este dispositivo de medida consta de un haz láser, que tras ser atenuado
por un filtro neutro y un polarizador lineal incide sobre una lente colimadora de alta focal, de modo que
el haz láser es colimado, pero el diámetro de la mancha que produce en una pantalla suficientemente
alejada de la lente colimadora es pequeña. Tras ser colimado, el haz láser incide sobre una cámara CCD
a)
1)
b)
d)
$
-e)
H —
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• desnuda. La lente que se quiere estudiar se coloca a poca distancia de la cámara CCD sobre un soporte
que puede moverse en el plano perpendicularal haz(Fig. 4.21) por medio de unos desplazadores lineales
motorizados. En estas condiciones, la medida de los efectos prismáticos que se producen en un punto
• de la superficie de la lente se realiza del siguiente modo: se mueve la lente hasta que el haz láser incida
• sobre la misma en el punto donde se desean medir los efectos prismáticos y se calcula la posición del
• centro de masas de la imagen del haz laser que recoge la CCD. La posición del centro de masas del haz
viene dadapor las ecuaciones
•
• E xiii
— t=1 , (4.29)
a: =•
• Eh
i=1
•
• E v~i~
• ~= . (430>
• Eh
i=1
• Donde (a:1, y~) son las coordenadas de posición del i-ésimo pixel de la CCD (suponiendo que el centro
de coordenadas se halla en el centro geométrico del “chip” CCO) y donde 1, es la intensidad recogida
• por la CCD para este pixel y Npixe¿ es el número de pixels de la CCD. En primera aproximación puede
• considerarse que la posición del centro del hazviene dadapor la posicióndel centro de masas de la imagen
• del haz recogida por la CCD. En estas condiciones si conocemos la distancia z entre el soporte de la lente
y la cámara CCD, las componentes del efecto prismático vendrán dadas por -
= (4.31)
• = (432)
suponiendo que
• ¿ »~2 ~ (4.33)
• lo cual es cierto para lentes de baja potencia (-c 2 D). En estas condiciones, es posible calcular los ele-
mentos de la MPDL a partir de las expresiónes (4.26), (4.27) y (4.28).
• 4.31 Comparación de los dos métodos de medida de los elementos de la MPDL
• En esta subsección vamos a mostrar en primer lugar los resultados experimentales obtenidos al medir las
e
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lentes A2, Pl y P2. En la Fig. 4.22, Fig. 4.23 y Hg. 4.24 se muestran los resultados experimentales
obtenidos por el método de medida de la deflexión directa de los rayos.
Cualitativamente, se encuentra un buen acuerdo’ entre los resultados de las medidas de la MPDL
a partir de la medida de la superficie de la lente (Hg. 413, Hg. 4.15 y Hg. 4.17) y los resultados
proporcionados por el método de la deflexión directa de rayos. Para poder realizar una comparación
cualitativa, vamos a representar una serie de perfiles longitudinales de potencia esférica y cilíndrica
obtenidas por ambos métodos de medida. Asípues hemos tomardo los perfiles de potencia esférica y
cilíndrica a lo largo de las líneas horizontales dadas por las ecuaciones (y = —15 mm, y = —10 mm,
y = —5 mm, y = O mm, y = 5 mm e y = 10 mm), tal y como puede verse en la Fig. 4.25, Hg. 4.26,
Fig. 4.27, Hg. 4.28, Hg. 4.29 y Fig. 4.30. Parapoder cuantificar la diferenciaentre ambos métodos de
medida hemos calculado la media de los valores absolutos de la diferencia entre los perfiles de potencia
correspondientes a la medida de la MPDL a partir de las medidas superficiales con aquellos resultantes
de medir la MPDL a partir de la deflexión de los rayos en la lente. Matemáticamente, se define dicha
magnitud como
(4.34)
rZP<YX?Li=1
siendo X~ el valor de la potencia calculado a partir de las medidas superficiales en el punto í-esimo del
perfil de potencia, Kf el valor de la potenciamedido a partir de la deflexión directa del rayo en el mismo
punto del perfil de potencia y N el número de puntos a lo largo de dicho perfil. Las Tablas 4.11 y 4.111
nos muestran los valores de d para las potencias esféricas y cilíndricas de lentes comparadas en cada uno
de los meridianos (numérados dell al 6 según el orden decreciente de valores de y).
En el caso de la lente asférica A2, encontramos que, aunque cuantitativamente, las diferencias entre
los perfiles de potencia esférica y cilíndrica no son muy grandes (del orden de la décima de dióptria, esto
es del orden del error cometido en la determinación de las potencias), la forma de los perfiles de potencia
es diferente según el método de medida. Esta diferencia en la forma de los perfiles de potencia está de
acuerdo con las diferencias que se aparecen en las distribuciones de los elementos de la MPDL y de la
potencia esférica y cilíndrica. En efecto, de acuerdo con la Hg. 4.22 la distribución de los elementos de
la MPDL y potenciasesférica y cilíndrica dados por la deflexión de rayos presenta un aspecto “ruidoso”,
mientras que la distribución de elementos de la MPDL y potencias esférica y cilíndrica dados por la
medida de las superficies refractoras presenta una cierta estructura. En el primer caso, creemos que el
Excepto en el caso de la lente asférica A2 que será comentando más adelante.
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Tabla 4.111 Vilor de la distancia media entre los valores de lapotenciaesférica obtenidos porperfilometría
frente aquellos obtenidos por deflexión directa
Perfil Lente A2 Lente Pl Lente ¡‘2]
0.170
0310
0.300
0.220
0.200
0260
1 0.050 0140
2 007D 0.140
3 0070 0.15D
4 007D 0200
5 0080 0.250
6 0.040 0.260
aspecto ruidoso de las distribuciones de los elementos de la MPDL y de las potencias esférica y cilíndrica
son debidos a que las pequeñas variaciones que aparecen en el efecto prismático (debidas a su vez a que
la mayour variación de potencia observada es de 0.5 0 en el borde de la lente) a lo largo de la superficie
son amplificadas por el proceso de derivación discreta. En el caso del método de medida de la MPOL a
partir de medidas superficiales, laestructura que aparece es debida a que la superficie de la lente conserva
en gran medida su simetría de revolución.
En el caso de las lentes progresivas Pl y P2, podemos observar ciertas diferencias entre los perfiles
correspondientes al método de medida de la MPDL por perfilometria y aquellos correspondientes al
método deflectométrico con valores del orden de las dos décimas de dioptria (esto es dos veces el error
estimado que se comete en la medida de los elementos de la MPDL por perfilometría). Estas diferencias
se deben a nuestro parecer a dos causas: 1) en primer lugar, al no disponer de la posiblidad de realizar
un ajuste exacto de la posición de la lente frente al sistema de medida, tenemos una pequeña rotación
entre las dos imagenes, de modo que aparece un error debido al centrado y posicionamiento de la lente;
2) en segundo lugar tenemos las diferencias intrinsecas de ambos métodos. Aunque hemos tratado de
corregir de modo manual el efecto de la rotación a la hora de obtener los perfiles de potencia, existen
todavia diferencias entre los perfiles de potencia debido a la rotación relativa existente de los sistemas de
referencia. Este efecto ‘es más acusado en la lente P2, que presenta mayor grado de rotación (Fig. 4.17
y Fig. 4.24). De todos modos, tal y como puede verse en las figuras el acuerdo entre ambos métodos es
culitativamente aceptable. Cuantitativamente (Tablas 4.11 y 4.111) se encuentran diferencias en potencia
del orden de las dos décimas de dioptria como termino medio, locual prueba un buen acuerdo entreambos
métodos en el caso de medida de lentes progresivas, dado que estos valores son del mismo orden que los
valores numéricos del error cometido en la determinación de la MPOL.
Tasnbien puedeapreciarse que, en general el método de medida de potencias por deflectometría pre-
senta en las zonas de visión lejanas perfiles de potencia ruidosos. Esto es debido a que en las zonas
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Tabla 4.111 lálor de la distancia media entre los valores de la potencia cilíndrica obtenidos por per-
filometríafrente aquellos obtenidos por deflexión directa
Perfil LenteA2 Lente Pl LenteP2
1 0fl60 0.20D 0.160
2 0.060 0220 0,130
3 0080 0,200 O.1TD
4 0.12D 0.210 0,250
5 0.100 0.220 0.230
6 0.140 0.250 0.240
de visión lejana al ser ambas lentes Pl y ¡‘2 neutras, los efectos prismáticos son aproximadamente con-
stantes, porque el efecto prismático debido a potencia no se manifiesta y solo se manifiesta en esa zona
una deflexión constante resultante del llamado prisma de adelgazamiento, que no es más que un descen-
tran-siento entre las dos superficies refractoras introducido por el fabricantede la lente para obtener valores
más reducidos de los espesores en la periferia de la lente. Al ser el efecto prismático casi constante con
una pequeña variación debido a la amplificación del ruido introducida por el proceso de derivación disc-
reta, dicha variación se amplifica resultando unos perfiles de potencia ruidosos en la zona de lejos. Por
otro lado, en el caso de medida de potencias por perfilometría automática nosencontramos, en ocasiones,
con comportamientos erráticos en los bordes de la lente debidos fundamentalmente a las características de
los polinomios de Zernike, que suelen presentar dicho comportamiento en la frontera del circulo unidad
donde están definidos [8] -
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e
• Algunas aplicaciones del formalismo de la MPDL
en Óptica Oftálmica
e
e
e
En este capítulo se muestran dos aplicaciónes delformalismo de la MPDL desarmílado en
capítulos anteriores a la Óptica Oftálmica. La primera aplicación está relacionada con la repre-
• sentación de la MPDL como unafunción vectorial del espacio de las matrices reales simétricas
• de dimensión 2 x 2. La representación vectorial de la MPDLpermite la representación gráfica
• de una lente oftálmica como una nube de puntos en un espacio euclideo tridimensional. De esta
• manera se han representado las lentes medidas en el capftulo anterior y se ha analizado laforma
• que presenta la nube de puntos que representa la MPDL en el espacio euclideo tridimensional
para los casos paniculares de lentes esféricas, asféricas ypmgresivas. La segunda aplicación del
formalismode laMPDL consiste en el cálculo de lasdiferencias existentes en potenciaprismática
y potencia refractora entre dos puntos correspondientes cualesquiera de una pareja de lentes pro-
• gresivas montadas en la misma montura. De este modo se han determinado las zonas de una lente
• progresiva que resultan menos aptas para la visión binocular
e
e
• 5.1 Representación en el espacio de potencia dióptrica.
e
• 5.1.1 EJ espacio de potencia dióptrica.
e
• lE y como vimos en el capitulo 2, de la aplicación de los métodos de la Óptica matricial al estudio de
e
lentes oftálmicas resulta la caracterización de una lente ofta]nuca esferotórica por medio de una matriz
• simétrica de dimensiones 2 x 2 cuyos elementos son números reales. Puede demostrarse que tales matrices
• forman un espacio de Hilbert [1] que denominaremos Ms2. Una base ortonormal de este espacio, que
• resulta conveniente para el estudio de estados refractivos [2] y [3] esta formada por las matrices
e
e1 = {~ ~], (5la)
e
= [~ fl, (5lb)
e
62 =$[~~]. (SIc) -
e
De manera que cualquier matriz simétrica perteneciente a Ms2 puede escribirse como una combinacióne
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Figura S.J. Representación en el espacio de potencias de 25 medidas del estado refractivo de un sujeto obtenidas a partir de un
refractómetm automático.
lineal de las matrices ~i, e2 yea de modo que
E f~ 1 = f~5ei + f~~e2 + ‘ñfirvea, (5.2)
con lo cual, un estado refractivo cualquiera puede representarse como un vector (fa, f~,, v’~fsy) del
espacio de Hilbert Ms2. De este modo es posible representar un estado refractivo cualquiera como un
punto en un espacio euclideo tridimensional, esta representación es útil en óptica oftálmica para repre-
sentar, por ejemplo, la dispersión que presentan medidas sucesivas del estado refractivo de un observador
utilizando un refractómetro automático [4] , [5] y [6] - En la Fig. 5.1 puede verse el aspecto de la nube
de puntos que representan los estados refractivos del mencionado observador [6] -
La representación de la matriz de potencia dióptrica como un vector del espacio Ms2 permite la
realización de una estadística completa de estados refractivos, así como la visualización de los mismos
en un espacio cuclideo tridimensional [2] , [3] -
En el capítulo 3, hemos caracterizado el comportamiento de una lente oftálmica compuesta por su-
perficies refractoras arbitrarias por medio de una matriz de potenciadióptrica local. Aunque la matriz de
potencia dióptrica local es una función de la posición sobre la superficie de la lente, en la práctica, para
lentes cuyas superficies refractoras no puedan ser descritas mediante una función analítica, tenemos un
a
-2
‘3
-2
.3
yO) -44 r>« (D)
e
e
e
e
e
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e
e
• conjunto discreto de matrices para un conjunto discreto de puntos sobre la superficie de la lente, tal y
como ocurre en el caso de una lente progresiva (ver capítulo 4). Podríamos, por tanto, utilizar la repre-
e
sentación tridimensional de la matriz de potencia dióptrica para representar la MPDL de una lente como
• un conjunto de puntos (o vectores) del espacio vectorial Ms2. En las siguientes secciones mostramos la
• representación de la MPDL de las lentes medidas en el capítulo anterior como un conjunto de vectores
del espacio Ms2.e
• 5.1.2 Representación tridimensional de lentes esféricas y asféricas
e
• En el caso de una lente asférica tenemos las siguientes expresiones analíticas (capítulo 3) para los de-
mentos de la MPDL
e
e f = 1 1+9 (Pi (5.3a)
• 9
= (nl)[I.I+~2(E~. (5.3b)
e
• lxv = —4)~ (5.3c)
• (n~1)xY(?~
e
donde p1 = x/ATEFr2 y P2 = .rZ~7~? Si los radios de curvatura 1?1 y R2 sonsuficientemente
• grandes, es posibleencontrar desarrollar en serie las funciones p7” y ~j1de manera que tenemos que
e 1 _ 1 p
1r
2
Pi — + (5.4a)
e 1 _ 1 Pi~•2e _ _
P2 — + ~ (5.4b)
• de modoque podemos escribir los elementos de la LPDM como
e
Fi 1 1/pi P2’\ 21
lxx = , (n—1) ~ ~s— -ñ~) (3x2+ (5.5a)e
1-1 1 1 1Pi P
2Y,2 22f = (n—1) ———+— —— + (5.5b)
• VV [R1 R2 2 \~R~ ~,Mx
= (n—1)( xy. (5.5c)
e
• Si denominamos P, a la potencia paraxial de la lente, dada por el primer término de las ecuaciones
e
(5.5a) y (Sic), y denominamos A a la expresión
(5.6)
2R~
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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tenemos que las ecuaciones (55a), (5.5b) y (5.Sc) pueden escribirse como
= P0+A(3z
2+y2), (5.7)
= P
0+A(x
2+3y2), (5.8)
fxy = 2Azy, (5.9)
operando se tiene que
fxv = — ~ — 2Po) (3fyv — lxx 2.P
0), (5,10)£;,,/(3lxx
de manera que en el caso de una lente asférica, los elementos de la MPDL forman una superficie dada
por la ecuación (5.10) en el espacio cuclideo Ms2.
En la Fig. 5.2 podemos ver la representación tridimensional de los elementos de la MPDL para una
lente de +2.00 D cuya primera superficie es asférica y la segunda superficie esférica, para distintos
valores del coeficiente de asfericidad. Como puede comprobarse en dicha gráfica, la dispersión de los
puntos alrededor del punto correspondientea la potenciaparaxial, punto (P0, E’0, 0), es mayor cuanto mas
grande es el valor absolutodel coeficiente de asfericidad. ‘Ibmbien puede comprobarse que la orientación
de la nube de puntos cambia al cambiar el signo del coeficiente de asfericidad de la primera superticie.
La forma cónica de la nube viene dada por la ecuación (5.10).
La representación en el espacio de potencias Ms2 de las MPDL de las lentes asféricas Al y A2 de
potencia +2.00 0 y ±2.50D, respectivamente, medidas en el capítulo anterior (ver capítulo 4> puede
verse en la hg. 5.3. LI y como se aprecia en dicha figura, existen importantes diferencias entre la
distribución de los elementos de la MPDL obtenidos experimentalmente, y aquellos que vienen dados
por la expresión (5.10). En concreto, los puntos del espacio Ms2 correspondientes a los elementos de
la MPDL obtenida experimentalmente no forman una superficie del espacio Ms2 sino que forman una
nube de puntos más o menos irregular (aunque la nube de puntos correspondiente a la lente A2 presenta
una orientación espacial predominante parecida a la que presenta una lente hiperbólica). A nuestro juicio
estas diferencias entre los puntos teóricos y experimentales se deben a dos causas principales: 1) Es bien
conocido [7] que la superficie asférica que presenta una lente comercial, viene descrita por una ecuación
del tipo
D212u2\ k
z(x,y)= sL-’PkXmYJ ZA2nfr
2+y2)~. (5.11>
n=2
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Figura S2.Representación en el espacio cuclideo Ms2 de una lente asférica de potencia +2.00 D con la segunda superficie
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Figura S3Represenración tridimensional de los elementos de la MPDL correspondientes a las lentes asféricas Al y 42 medidas
en el capítulo anterior
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e
e
• Donde el primer término de la ecuación describe un conicoide y el segundo término es una suma de
e
polinomios pares. Este segundo término es introducido en el proceso de diseño de la lente para la com-
pensación de aberraciones fuera de eje, como el astigmatismo oblicuo y la curvatura de campo. 2) Tal y
• comose pudo comprobar en el capítulo anterior, los elementos de la MPDL de las lentes asféricas medidas
• se hallan afectados de mido. El cambio en la MPDL introducido por el cambio en la formade la superfi-
• cie debido a la introducción de los términos polinomicos de la ecuación (5.11), unido al efecto del mido
e
• en la medida de la MPDL, provocan, a nuestro juicio las diferencias que se observan en la distribución
• de puntos en el espacio Ms2 entre los resultados teóricos y experimentales.
e
5.1.3 Representación tridimensional de lentes progresivas
e
En una lente progresiva, una de las superficies de la lente, llamada superficie de progresión, es una
• superficie altamente asférica diseñada para conseguir la variación de potencia deseada. Esta superficie
• no viene descrita por una expresión matemática explicita, de manera que no resulta posible obtener una
e
expresión matemática explicita del elemento torsional de la MPDL, lxv. como función de los elementos
de la diagonal principal fxz y lVV~ De modo que,en este caso, nos limitaremos a representar en el espacio
• cuclideo tridimensional Ms2 los elementos de la MPDL de las lentes progresivas Pl y P2 obtenidos
• experimentalmente (capítulo 4).
• Larepresentación tridimensional de la lente Pl puedeverse en laFig. 5.4. Podemos encontrar notables
e
diferencias entrela lente progresivay las lentes asféricas y esféricasrepresentadas en la Hg. 5.3 y Fig. 5.2.
• En la grafica que representa una lente progresiva, pueden distinguirse varias zonas de interes. En primer
• lugar, puede observarse una acumulación de puntos alrededor del punto (2,2,0) que corresponderia con
el centro de la zona de visión cercana del progresivo (recordando que estamos trabajando con una lentee
• progresiva neutra de lejos y con adición de +2.00 D), por tanto, esa acumulación de puntos alrededor
• del punto (2,2,0) representaria la distribución de potencias en la zona de visión cercana. De manera
• análoga se observa una acumulación de puntos alrededorde la potencia (0,0,0) que representa el valor
de la potencia en la zona de visión lejana. Podemos ver como ambas zonasestan unidas por una linea ene
• el plano lxv = 0, esta ¡incarepresenta los puntos del meridiano umbilical. Además de las acumulaciones
• de puntos en las zonas de visión próxima y lejana y de la linea que representa el meridiano umbilical,
• puede observarse en la Fig. 5.4 dos lóbulos situados a ambos lados del plano lxv = 0. Estos lóbulos
e
representan las zonas laterales en las cuales se tienen valores apreciables del cilindro y corresponden a
• las zonas laterales en la grafica bidimensional correspondiente a la torsión. La diferencia de orientación
• de estos lóbulos da cuenta del cambio en la orientación del eje del cilindro y la diferenciade tamaño entre
e
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Figura S4Representación tridimensional de la lente pmgresiva Pl medida en el capitulo 4.
ambos indica el diseño asimétrico del progresivo.
En la Fig. 5.5 podemos ver la representación tridimensional de la lente P2. Como puede verse, la
forma de la nube de puntos obtenida es muy similar a la nube obtenida para la lente Pl. Las principales
carácteristicas de la nube de puntos (concentración de puntos alrededorde las potencias cercana y lejana,
línea de puntos correspondiente al meridiano umbilical y lóbulos laterales correspondientes a las zonas
de torsión de la lente) permanecen inalteradas, existiendo pequeñas diferencias en la forma de la nube
que se corresponden con el diseño diferente que presentan las lentes PI y P2.
5.2 Aplicación de la MPDL al cálculo de efectos prismáticos y
potencia local diferenciales.
5.2.1 Definición de puntos equivalentes de una pareja de lentes compensadoras.
En Óptica Fisiológica se definen los puntos correspondientes como aquellapareja de puntos, uno situado
en la retinadel ojoderecho y otro situadoen la retina del ojo izquierdoque producen una única sensación
ee
e
e
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Figura SS.Representación tridimensional de la lente ¡‘2 en el espacio de potencia Ms2.
e
visual al ser excitados simulaneamnente por una fuente exterior [8] , [9] , [10] , [11] - Matemáticamente,
• es posible localizar los puntos correspondientes como aquellos que resultan de la intersección con ambas
• retinas de las rectas que unen un punto objeto y los centros de rotación del ojo derecho e izquierdo,
• respectivamente ([12] y [13]). Esta localización matemática de los puntos correspondientes carece de
ee validez si el sujeto está dotado de lentes compensadoras de ametropías. En este caso, los rayos que
• partiendo del punto objeto O, pasanpor los centros de rotación, no llegan al ojo siguiendo la trayectoria
• marcada por la recta que une el objeto con el centro de rotación del ojo, debido a la desviación (efecto
• prismático) introducida por las lentes compensadoras. De acuerdo con la Fig. 56, para obtener una única
ee sensación visual al observar el punto objeto O los ojos derecho e izquierdo deben orientarse segun las
• rectas marcadas por los vectores DLD e 1k (Fig. 5.6). De este modo tenemos dos puntos, LD y L1
• hacia los que deben orientarse el ojo derecho e izquierdo, respectivamente, para que la imagen del punto
e
e objeto O caiga sobre una pareja puntos correspondientes. Por analogía, diremos que los puntos
1D y L
1
sonpuntos equivalentes.
• Como los puntos equivalentes están situados en dos lentes oftálmicas diferentes, es muy probable
• que, en la mayoría de los casos, la potencia local y el efecto prismático que presentan las lentes en
esos puntos sean distintos. Esta diferencias entre potencia local y efecto prismático pueden provocare
e
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Figura 5.6 Definición de puntos equivalentes. O es el punto objeto, D es el centro de rotación del ojo derecho, 1 es el del ojo
izquierdo y Ls, LD son los puntos equivalentes.
alteraciones en la visión binocular [14] , especialmente en lentes progresivas [15] , de modoque el cálculo
de las mismas es de interés en Óptica Oftálmica. Como el formalismo de la MPDL permite obtener los
valores locales de efecto prismático y de potencia en cualquier punto de una lente progresiva, una posible
aplicación del formalismo de la MPDL seria el cálculo de las diferencias locales de efecto prismático y
potencia que tienen lugar al observar un objeto a través de un par de lentes progresivas. Para ello habría
que desarrollar en primer lugar un algoritmo de cálculo de puntos equivalentes para, a continuación,
calcular las diferencias de efecto prismático y potencia local en esos puntos. A continuación se dara
cuenta del procedimiento de cálculo de diferencias de efecto prismático y potencia local en un par de
lentes progresiv..s.
5.2.2 Algoritmo de cálculo de puntos equivalentes
Sea el sistema de referencia expuesto en la Fig. 5.6. De acuerdo con dicho sistema de referencia, la
posición del objeto O va a venir dada por las coordenadas (x, y, z), la posición de D por las coorde-
nadas (DNP, 0,0), siendo DNP la distancia naso-pupilar, la posición de 1 vendrá dada por las coor-
denadas (—DNP, 0,0) y la posición de los puntos LD y L1 vendrá dada por (DNP + ED ~D’ DCR)
y (—DNP + (~, ij~, flOR), respectivamente, siendo DRO la distancia al centro de rotación. En estas
condiciones, los vectores unitarios que definen al rayo incidente y refractado en la lente derecha vendrán
L
D
L D
z
o
Algunas aplicaciones delformalismo de la MPDL en Óptica Oftálmica 117
dados por las ecuaciones siguientes
kb = ______ ____
análogamente tenemos para la lente izquierda que
De acuerdo con la definición de potencia prismática dada en el capítulo 3, se tienen los siguientes sistemas
de ecuaciones:
-DOR +
P~(¿D’no) + ( z -DOR
DCR)¿D re-VN
?
z-DCR
+ D§Rí?D~ y
z-DCR
= o,
= 0,
(5.16)
(5.17)
y
P0{ (Ei,~is) +
P,j (¿¡,rj1) +
( z -DCR + DCR
)
~DCR)
x+DNP
z-DCR
y
WZDCR
= 0, (5.18)
= 0. (519>
De este modo,Áenemos dos sistemasde ecuaciones no lineales descritos por las expresiones anteriores.
De acuerdo con Press et at. [16] , la forma genérica de un sistema de ecuaciones no lineal de varias
variables, viene dada por la expresión
F(x) = O, (5.20)
donde F(x) es una función vectorial de variable vectorial. En nuestro caso tenemos que
pD (~D UD) [PP(ED,UD) +P1ÑEDUD) + 1>+ flOR)1’~±DCR) re-VN?ED~ re-flORyUD re-flOR ] (5.2 la)
= (zk flOR’ —1)
—1)
(5.12)
(5.13)
= (-DNP+¿í-x
= (tí~~ iZk~-’)-
(5.14)
(5.15)
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( 1 ~ ,~ x+flNF 1
— z—flOR flOR,/ flOR ¡ (521b)
P~(E¡,n1)± 1 ±~!~~ÁUí
L (re-floR flOR) re-flOR
Para resolver numéricamente un sistema de ecuaciones no lineales dado por la ecuación (5.20), es
necesario [16] partir de una solución semilla x,, y calcular el incremento &x que debe añadirse a la
solución semilla para aproximarse al mínimo de la ecuación (5.20). ‘Ib] incremento se obtiene al resolver
la ecuación lineal
.1 (x0) tx = —F (x0), (5.22)
siendo 3 la matriz jacobiana de F, cuyos elementos vienen dados por
Bfl
- (5.23)8x5
Una vez modificada la solución semilla, se vuelve a calcular un nuevo incremento, aplicando las ecua-
ciones (5.22) y (5.23), sustituyendo en este caso x,, por laprimera aproximación de la solución, x0+t
5X.
El proceso se repite el número necesariode veces hasta conseguirque los valoresde F(x) sean inferiores
a un vector de tolerancias t.
En el casoque nos ocupa, las matricesjacobianas asociadas a los sistemasde ecuaciones(5.16), (5.17)
y (5.18), (5.19) pueden escribirse como
= ~ ~ (ZtOR 1)1
(5.24)
de esta manera es posible encontrar tras sucesivas iteraciones las coordenadas de los puntos equivalentes
(U~UD) y (Es, ~¿. El cálculo de puntos equivalentes ha sido programado en MatLab, siguiendo el
siguiente procedimiento:
1.- Cálculo de los puntos semilla (¿~, ij~) y (¿~, Ufl que se obtienen haciendo pf’ (~, UD) = 0,
PtIED Un) =0yp~(E~,~
0) —0, p~(E1,n1) = 0. en las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.18),
e
e
e
e
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e
e
• (5.19).
e
L- Cálculo de los valores de potenciaprismática y MPDL en los puntos (¿Di UD) y (¿e, Uit
• 3- , Cálculo de las matrices jacobianas ¿¡D, J’ y de los valores de FD (¿D,UD) y P’ (¿sUs)
• (ecuaciones (516), (5.17) y (5.18), (5.19)).
e 4.- Obtención de los incrementos ~ 6UD) y (6¿~, óij¿, resolviendo la ecuación lineal (5.22).
• 5.- Repetición del paso 2 si los valores de FD (¿D UD) y F’ (Ó, UD no se encuentran bajo
• tolerancia.
e De este modo se calculan las coordenadas de las dos parejas de puntos equivalentes (¿D + fiN?, UD flOR)
• y (¿~ — VN?, Us, flOR) que resultan para una determinada posición (x, y, re) del punto objeto O. De
• este modo es posible calcular los efectos prismáticos difenciales, así como la diferencia de potencias
esférica y cilíndrica en una pareja cualesquiera de lentes oftálmicas.
e
• 5.2.3 Cálculo de potencias prismáticas y refractoras diferenciales en una
• pareja de lentes progresivas
e
• Para ilustrar con un ejemplo el algoritmo de cálculo de puntos equivalentes, vamos a utilizar dicho algo-
• ritmo para calcular las potenciasprismáticas y refractoras diferenciales para una pareja de lentes progre-
e
sivas comerciales. Para tal fin, hemos seleccionado una pareja de lentes progresivas del mismo modelo,
• siendo ambas neutras de lejos y presentando una adición de +2.00 D. Una de estas lentes esta diseñada
• para la compensación del ojo derecho y la otra para la compensación del ojo izquierdo. Ambas lentes
• han sido medidas por medio del procedimientoexpuesto en el capítulo 4. De este modo se obtuvieron las
e
distribuciones de potenciaprismática y los elementos de la MPDLpara cada una de las lentes.
e
• yA
e
• O)
e
e
X Malla
de Puntos
e
e
e
FiguraS 7.Malla de puntos objeto empleada para el cálculo de diferenciasprismáticas.
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Una vez medidas las lentes, se definieron tres mallas de puntos objeto equidistantes sobre tres planos
perpendiculares al eje OZ y situadosa 30cm, 50cm y 200cm respecto del origen del sistema de referencia
(Fig. 5.7). De este modo, una de las mallas corresponderia con objetos situados en el campo de visión
cercano, otra con objetos situados en el campo de visión intermedia y otra con objetos situados en el
campo de visión lejano La posición de los puntos objetos se ha elegido de acuerdo con la distancia entre
el plano objeto y el origen de coordenadas. Así, los puntos situados en el campo de visión cercano se
han seleccionado de modo que el ángulo Wx esté comprendido entre —20” y 200 y el ángulo Wv esté
comprendido entre ~3130 y —18.16”. Estos ángulos se han seleccionado para que la malla de puntos
seleccionada esté situada realmente en el campo de visión cercano del usuario, respentandose de esta
manera los parámetros ergonómicos y visuales que intervienen en el diseño de la lente progresiva. Para
el caso de los puntos del campo de visión intermedia, los valores de Wx oscilan entre ~~3QOy 30” y los de
entre —14.53” y —10.3”, mientras que los puntos correspondientes al campo de visión lejana tienen
valores de Wx comprendidos entre —30” y 30” y de Wv comprendidos entre 0” y 30”. En conclusión, la
disposición de la malla de puntos objetos se ha elegido de tal manera que sean observados a través de la
zona de visión de la lente progresiva que se corresponda con su distancia al origen de coordenadas. Así,
los puntos situados a 30 cm de la lente son observados a través de la zona de visión cercana mientras
que los puntos situados a 50 cm y 200 cm de la lente son observados a través de las zonas de visión
intermedia y lejana, respectivamente. Una vez definidas las mallas de puntos objeto, se ha empleado el
algoritmodesarrollado en el apartado anterior para el cálculo de los puntos equivalentes correspondientes
a cada punto objeto de la nialla. De ello resultan a su vez dos mallas de puntos equivalentes, una sobre
la superficie de la lente derecha y otra sobre la superficie de la lente izquierda tal y como se muestra en
la Fig. 5.8 para el casode los puntos situados en el campo visual cercano.
Una vez calculados las mallas de puntos equivalentes a lo largo de la superfices de las lentes pro-
gresivas, es posible obtener el valor de las potencias prismáticas horizontal y vertical y de las potencias
esférica y cilindrica en dichos puntos. De este modo podemos calcular las diferencias de potencia a lo
largo de la superficie de cada una de las lentes que componen la pareja. Los resultados obtenidos pueden
observarse en las figuras (#FIGURAS#) donde se representan las diferencias de a) potencia prismática
horizontal, b) potenciaprismática vertical, c) potencia esférica y d) potencia cilíndrica en función de los
ángulos de visión Wx y w~ para las mallas de puntos descritas anteriormente.
En la Fig. 5.9 puedeverse la diferencia de potencias para puntos objeto situados en la zona de visión
cercana. Las distribuciónes que aparencen son simétricas con respecto al ángulo Wx de modo que las
e
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Figura S&Mallas de puntos equivalentes en la pareja de lente progresivas, Los puntos equivalentes se agrupan como los dos
puntos marcados con un círculo. Las circunferencias indican los límites de las lentes sin biselar
e
• diferencias de potencia prismática y de potenciaesférica y cilíndrica son nulas (excepto en el caso de la
• diferencia de potencia prismática horizontal) para un ángulo de Wx = O” y aumentan en valor absouto
con el giro lateral de los ojos. Los valores numéricos encontrados son pequeños, especialmente en el
e
• caso de la diferencia de potencia prismática vertical (0.1 A de diferencia máxima), lo cual garantiza
• que el umbral de agudeza estereóscopica no aumenta bruscamente (15] y que la visión binocular del
• usuario de las lentes no se ve significativamente afectada por ello. Las diferencias de potencia esférica y
cilíndrica también son pequeñas en valor absoluto (0.6 Den el caso de potencia esférica y 1 D en el casoe
de potencia cilíndrica) y pueden ser compensadas facilmente por el sistema visual humano. La tendencia
• que muestran las distribuciones de diferencia de potencia de la Fig. 5.9 nos indican que a mayor giro
• horizontal de los ojos mayores diferencias de potencia. De este modo podría explicarse la tendencia de
los usuarios de lentes progresivas a girar la cabeza para mirar objetos laterales cuando para un individuo
e
• que no presentara compensación con lentes progresivas un giro lateral del ojo le pennitiria visualizar
• dichos objetos.
• En el caso de las diferencias de potencia encontradas para el campo de visión lejano Fig. 510, las
e figurasmuestran un comportamiento similar al presentado en el caso de la mallade puntos objetos situadas
• en la zona de visión cercana aunque con algunas diferencias como son: 1) Los valores numéricos de la
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diferencia de potencias esférica y cilíndrica son menores (0.4Dde diferenciamáxima de potencia esférica
y 0.3 D de diferencia de potencia cilíndrica), locual puede deberse a la menor variación de potencia en
la zona de visión de lejosde una lente progresiva. 2) Los valores numéricos de la diferenciade potencia
prismática vertical son mayores, llegandosea alcanzar las 0.3 ~ de diferencia máxima en valor absoluto.
Este aumento del valor máximo de la diferencia de potencia prismática vertical puede ser debido a que,
en visión lejana, el campo visual es mayor.
La distribución de las diferencias de potencia mostradas en las figuras Fig. 5.9, Fig. 510 y Fig. 5.11
muestran que, en general, el diseño asimétrico que presentan las lentes progresivas modernas mantiene
en valores numéricos bajos las diferencias de potencia en puntos equivalentes. El comportamiento de las
diferencias prismáticas es similar con independencia de la posición de la mallade puntos objetos, esto es,
valores reducidos cuando el objeto esta situado en posición central respecto del observador y un aumento
de la diferencia de potencia entre ambos ojos conforme aumenta el giro lateral de los ojos. Los valores
numéricos encontrados de diferencia de potencia prismática vertical son pequeños, de manera que, el
usuario no encuentrauna disminución significativa en su capacidad de observar el relieve de los objetos.
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A continuación se exponen las conclusiones del trabajo presentado en esta Memoria de Tesis Doctoral
• que trata sobre la Caracteriwción de Untes Oftálmicas por medio de la Matriz de Potencia Dioptrica
• Local:
e
• 1. Se ha llevado a cabo una extensión del formalismo de la Óptica Geométrica Matricial para lentes
e
oftálmicas compuestas por dos superficies refractoras de formaarbitraria. De acuerdo con esta extensión
• de la teoría matricial, es posible caracterizar una lente oftálmica por una matriz cuyos elementos depen-
• den de la posición sobre la superficie de la lente. Esta función matricial ha sido denominada Matriz de
• Potencia Dioptrica Local <MPDL).
e
2. Se han obtenido las expresiones analíticas de la MPDL para lentes oftálmicas compuestas por super-
• ficies asfericas cónicas toroidales. Como caso particular, se han derivado las expresiones de la MPDL
• para lentes oftálmicas esféricas (las más utilizadas para la compensación visual) y tóricas.
• 3. Se ha desarrollado un método indirecto de medida de los elementos de la MPDLde una lente oftálmica
e
a partir de la medida de la geometría de sus superficies refractoras. Para tal fin, se ha implementado
• un dispositivo perfilométrico automático para la medida de superficies refractoras de lentes oftálmicas,
• llevandose a cabo el montaje del mismo, así como la elaboración del software de control y medida.
Posteriormente se han medido los elementos de la MPDL de una serie de lentes oftálmicas comercialese
utilizando este dispositivo perfilométrico.
• 4. Con el objeto de testar los resultados obtenidos, se han comparado estos con los ofrecidos por un
• método óptico equivalente de medida de potencia local en lentes oftálmicas, encontrándose un buen
acuerdo cualitativo y cuantitativo entreambos métodos de medida.
e 5. Finalmente, se han desarrollado dos aplicaciones del formalismo de la MPDL en Óptica Oftálmica, la
• primera aplicación hace uso de las propiedades de la MPDL para representar una lente oftálmica como
• un conjunto de puntos en un espacio cuclideo tridimensional. Se han representado de este modo lentes
oftálmicas esféricas, asféricas y progresivas. Se ha demostrado que las lentes asféricas y esféricas see
• representan como superficies en dicho espacio tridimensional, derivandose las expresiones analíticas de
• dichas superficies. La segunda aplicación del formalismo de la MPDL consiste en el cálculo de las difer-
• encias de potencia prismática y esferocilíndrica que aparecen entre los dos ojos de un usuario de lentes
e
oftálmicas progresivas al mirar hacia un objeto a través de dichas lentes. Para tal fin, se ha desarrollado
e
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un algoritmo de cálculode puntos equivalentes en la superficie de una lente oftálmica y se ha empleado
dicho algoritmo para calcular las diferencias de potencia que presenta una pareja de lentes progresivas
comerciales para unamallade puntos objeto en función de la distancia al observador
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Al Instrucciónes de movimiento de los motores
En la siguiente tabla se recogen las instrucciones de movimiento de los motores paso a paso empleados
para la obtención de la MPDL a partir de la medida de las superficies refractoras de la lente.
Tabla Al.! Instrucciones de movimiento de los motores paso a paso
Sintaxis Unidades Rango Orden
<a>An ¿~~T77’ si = 0.001 — 999 fija la aceleración del motor <a>
<a>Dn steps u = +4000(X) fija el recorrido del motor <a>
<a>G N/A NIA ordena moverse al motor <a>
<a>GH N/A NIA ordena al motor <a> moverse hacia el origen
<a>PR N/A N/A devuelve la posición absoluta del motor <a>
<a>R N/A N/A devuelve el estado del motor <a>
<a>S N/A N/A ordena detenerse al motor <a>
<a>Vn -1ciclos ~s u = 0.01 — 54 fija la aceleración del motor <a>
En este conjunto de instrucciones que se deben enviar a la tarjeta de control de los motores a través del
puerto de comunicaciones R5232, <a> indica el número del motor que queremos mover, si esta instruc-
ción se omite, la tarjeta aplica la orden a todos los motores que controla, así por ejemplo la instrucción
IG indicaria a la tarjeta que mueva el motor 1, mientras que la instrucción G indicaria a la taijeta que
mueva todos los motores. Para la ejecución de cualquier instrucción, todas las ordenes deben ir seguidas
de un retomo de carro “ \r” -
e
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A2 Influencia de la punta del palpador
• en la medida de la superficie de la lente
e
• De acuerdo con la Fig. 4.4, cuando el palpador mecánico recorre la superficie de la lente, obtenemos
realmente las coordenadas del posición del centro de curvatura de la punta (r’ en la Fig. 4.4) en lugar
e
• del vector de posición r del punto P donde están en contacto la superficie de la lente y la punta del
• comparador Sean pues (a?, y’, a?) las coordenadas de <17 y (zr, y, z) las coordenadas de P respecto al
• sistema de referencia de la Fig. 4.4. Como C es el centro de la punta esférica y P es un punto de la
e
superficie de dichapunta esférica, se tiene que
e
• (x — x’)2 + (y—y’)2 + (z — z’)2 = a2, (A2.1)
e
• siendo a el radio de la punta del palpador. Derivando la ecuación , respecto de a? y de y’ se tiene que
e
• x — a? = — z’)8
2’z’, (A2.2a)
y — = —(z — z’)8~’z’. (A2.2b)
e
Por otra parte, tenemos que
e
(z — z’) — a2 — (x — x’)2 + (y — y’)2, (A2.3)e
e
si el radio de la punta del palpadores pequeño, podemos suponer que -
e
• (x—x’)2 < <a2, (A2.4a)
• (y—y’)2 < <a2, (A2.4b)
e
• con lo cual podemos escribir las ecuaciones y como
e
— a? = —a8~’z’, (A2.5a)
e
• y — y’ = —a8~’z’, (A25b)
e
• cumpliéndose ademásque z = z’+a. Por otra parte, de acuerdo con las hipótesis realizadas en el capítulo
• 4 para deducir el formalismo de la MPDL, tenemos que para la superficie E’ (ver Fig. 4.4.) se cumple
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siendo N2 la nonnal de la superficie E’, de manera que tenemos finalmente que
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r’ =r+aN2, (A2.7) UD
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ecuacion que nos relaciona las coordenadas de los puntos O y P y nos permite encontrar las coordenadas UD
del punto de contacto entre la punta del palpador y la superficie de la lente a partir de las coordenadas del UD
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A3 Parametros de las lentes medidas
A continuación (lhbla AlT) mostramos los valores del radio medio R y de su error AR resultantes de
ajustar las superficies refractoras de las lentes El, E2, £3 y £4 medidas por medio de un perfilómetro
automático a una superficie esféric&Lassuperficies refractoras de las lentes asféricas(Al y A2) y progre-
Tabla A3.J Parámetms de las lentes esféricas £1, £2, £3 y £4
Ri (mm)
LenteEl j_LenteE2 [LenteE3 (LenteE4
17745 11770 83.73 65.761
AR1 (mm) 002 0.01 0.02 0002
R2 (nun) 74.123 7954 120.3 122.35
ÁR2 (mm) 0.004 0.05 0.1 01)2
sivas (Pl, ¡‘2 y P3) fueron ajustadas a una combinación lineal de los 45 primeros polinomios de Zernike.
Una lista de dichos polinomios puede encontrarse en la referencia [8] del capítulo 4. Las tablas A3.fl y
A3.111 muestran los valores numéricos medios(en mm) de dichos coeficientes de ajuste para las superfi-
cies anterior y posterior de las lentes Al, A2, Pl, ¡>2 y ¡‘3.
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Tabla A3.II Coeficientes del ajuste a polinomios de Zernike de la superficie anteriorde las lentes Al, A2,
PI, P2yP3
Coeficiente_j Lente Al_J Lente Al
1 15259 1.5153
Lente Pl Lente ¡>2 Lente ¡>3
1.6882 16654 1.6915
2 0.1595 0.1902 0.0722 0.1147 0.2124
3 0.1857 0.2662 0.1423 0.5559 0.5990
4 —0.0020 —0.0021 —0.1277 —01041 —0.1524
5 1.5205 1.5164 1.7010 16965 1.6996
6 —0.0261 —0.0225 0.0425 00220 —0.0504
7 0.0084 0.0011 00448 0.0412 0.0499
8 0.0058 0.0055 0.0083 0.0052 0.0368
9 0.0000 0.0004 —0.1297 —01272 —01201
10 —00043 0.0031 —0.0715 —00447 —0.0218
11 —oGUOS —0.0015 —0.0658 —0.0619 —0.0205
12 0.0014 —0.0008 —0.0128 —0.0150 —0.0050
13 0.0038 —0.0018 0.0105 0.0161 0.0093
14 0.0009 0.0006 —00200 —0.0117 —00203
15 0.0003 —0.0013 —00176 —00145 —0.0534
16 —0.0008 —0.0022 —0.0098 —0.0080 —0.0245
17 —0.0006 —0.0006 —0.0150 —00138 —0.0230
18 0.0006 0.0002 0.0029 —0.0020 —0.0055
19 00008 0.0025 0.0181 0.0143 0.0195
20 —0.0017 —0.0012 00138 0.0137 0.0081
21 0.0022 —0.0005 0.0024 0.0274 0.0048
22 0.0006 —00005 —0.0061 —00056 —0.025
23 —0.0011 —00019 0.0034 0.0017 0.0011
24 00006 —0.0004 0.0038 0.0046 00059
25 0.0009 —0.0006 0.0172 0.0134 0.0056
26 0.0004 —0.0002 00057 0.0085 0.0177
27 0.0001 —0.0008 —0.0119 —0.0028 —0.0008
28 —0.0016 —0.0003 0.0010 0.0025 0.0012
29 —00008 0.0022 —00013 00001 0.0003
30 —0.0008 00001 —0.0044 —0.0016 —0.0055
31 —0.0014 0.0011 0.0079 0.0042 00048
32 0.0000 0.0006 —0.0028 —0.0036 0.0021
33 —0.0004 0.0014 0.0030 0.0026 00050
34 0.0012 00004 —0.0020 —0.0057 0.0010
35 0.0007 0.0017 —0.0027 —0.0014 —0.0009
36 —00004 —0.0001 —0.0013 00063 0.0027
37 —0.0004 —00013 0.0007 0.0025 —0.0001
38 0.0004 0.0019 —0.0011 0.0023 0.009
39 0.0001 —0.0003 —0.0023 —0.0006 —0.0015
40 —0.0017 —0.0007 —0.0048 —0.0024 —0.0001
41 0.0000 —0.0003 —0.0042 —0.0026 —0.0052
42 0.0002 —0.0019 0.0041 0.0017 0.0006
43 0.0001 —0.0006 0.0004 —0.0006 0.0003
44 —0.0004 0.0017 —0.0004 0.0018 0.0009
45 —0.0001 —0.0002 0.0022 0.0007 —0.0038
Paranietms de las lentes medidas
Tabla A3.ll Coeficientes del ajuste a polinomios de Zernike de la superficie posterior de las lentes Al,
A2, Pl. P2yP3
Coeficiente LenteAl LenteAl [Lente Pl LenteP2 LenteP3]
1 0.9322 0.7849 15419 15293 15793
2 0.0858 0.0829 0.1134 0.1231 0.2922
3 0.1305 0.1350 -0.1184 0.2124 01561
4 0.0109 0.0053 0.0399 0.0171 0.0371
5 0.9273 07908 1.5412 1.5278 1.5750
6 -0.0201 -0.0161 -0.0248 -0.0315 -0.0278
7 -0.0027 0.0003 0.0038 -0.0014 -0.0022
8 -0.0006 -0.0003 00002 -01)014 -0.0010
9 0.0000 0.0005 -0.0077 0.0011 0.0024
10 -0.0009 0.0014 0.0029 0.0007 -0.0069
11 -0.0005 0.0002 0.0006 0.0000 -0.0010
12 -0.0011 0.0001 -0.0039 -0.0010 -0.0037
13 0.0016 0.0024 0.0089 0.0078 0.0082
14 0.0011 -0.0005 0.0005 0.0010 -0.0002
15 -0.0006 0.0000 -0.0024 -0.0021 -0.0028
16 0.0006 -0.0007 0.0010 -0.0013 01)005
17 -0.0002 0.0016 0.0020 -0.0017 -0.0001
18 0.0001 -0.0010 0.0017 -0.0014 0.0008
19 0.0003 -0.0004 0.0019 0.0012 -0.0013
20 0.0002 -0.0001 -0.0017 -0.0018 00021
21 -0.0001 0.0003 0.0015 0.0009 -0.0007
22 0.0002 -00010 -0.0010 0.0008 0.0002
23 0.0003 0.0001 -0.0014 00018 0.0011
24 0.0009 -00009 -0.0008 01)004 -0.0003t
25 -0.0012 0.0007 0.0016 -00010 0.0012
26 0.0007 -0.0005 0.0003 0.0005 0.0012
27 01)008 0.0017 -0.0003 0.0013
28 -0.0004 0.0004 0.0006 -0.0012 -0.0001
29 0.0001 -00002 -00009 0.0000 0.0003
30 -0.0002 00004 -00005 0.000 -0.0013
31 0.0001 0.0009 0.0000 -0.0003 -00004
32 0.0004 0.0000 00002 -0.0018 0.0007
33 0.0003 -0.0002 0.0017 -0.0014 -00024
34 -0.0011 -0.0002 -0.0008 00024 0.0011
35 -01)007 -0.0001 0.0003 00009 0.0023
36 -00002 0.0002 0.0001 01)005 0.0003
37 -0.0010 0.0012 -0.0012 -01)008 -0.0008
38 -0.0008 -0.0003 0.0012 0.0012 0.0023
39 0.0018 -0.0010 -0.0009 0.0005 -0.0008
4<) -01)002 0.0003 -0.0020 0.0000 0.0017
41 0.0000 -0.0007 -0.0015 00010 -0.0029
42 -0.0002 00006 0.0016 -00004 0.0016
43 -0.0013 0.0003 -00001 0.0009 0.0006
44 -0.0001 -00001 0.0007 -00006 -0.0007
45 0.0014 -00017 -01)007 0.0007 -0.0001
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